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Prefacio 


La experiencia de muchos años de leer conferencias y dirigir 
seminarios sobre el análisis matemático, en el 1 curso de la facultad 
de física de Ја Universidad Estatal de Moscú, sirvió de baso para 
escribir el presente manual. Este está destinado tanto a los estu- 
diantes, como a quienes se dedican a la enseñanza de esta ciencia, 
sobre todo, a los profesores jóvenes que empiezan a dirigir semina- 
rios. 

El manval abarca el material dedicado al análisis matemático 
de las funciones de una variable, incluyendo los conceptos de medi- 
da y de la integral de Lebesgue. Esta obra no es una colección de 
problemas en sentido corriente. Como se deduce de su estructura, 
persigue el objetivo de ayudar а los estudiantes a asimilar de manera 
activa y no formal la disciplina de que se trata. Como regla, en cada 
párrafo el material está dividido en cuatro puntos. 

En el р. I —«Conceptos y teoremas fundamentales» — se exponen 
las nociones teóricas y fórmulas principales (por supuesto, sin demos- 
tración alguna) que son imprescindibles para solucionar los proble- 
mas. Las definiciones y los teoremas corresponden, en la mayoría de 
los casos, a los aducidos en el curso de V: А. Пуіп and E. G. Poz- 
nyak «Fundamentals of Matematical Analysis», Mir, Moscú, 1982, 
que es el manual básico sobre el análisis matemático en la facultad 
de física de la Universidad Estatal de Moscú. A veces, después de 
formular la definición o el teorema, se dan varios ejemplos explicati- 
vos o algunos comentarios para facilitar a los estudiantes la percep- 
ción de los nuevos conceptos. En la medida de lo posible, los auto- 
res tratan de dar la interpretación física de los conceptos matemá- 
ticos. 

En el р. II —«Preguntas y tareas de control»>— se incluyen cues- 
tiones sobre la teoría y problemas simples, cuyas soluciones по requi 
ren cálculos voluminosos, pero ilustran bien una u otra tesis teóri- 
ca. El objetivo de este punto consiste en ayudar al estudiante en su 
trabajo independiente sobre el material teórico, ofreciéndole la po- 
sibilidad de controlar por su propia cuenta la asimilación de los 
conceptos principales. Se presupone que el trabajo fundamental sobre 
el material teórico, estudiando con profundidad las demostraciones 
de los teoremas, se lleva a cabo guiándose por el mencionado manual 
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o los apuntes de las conferencias. Sin embargo, para solucionar algu- 
nos problemas, con frecuencia, es suficiente comprender la esencia 
del teorema (o de la fórmula). Muchas preguntas de control están 
orientadas a descubrir esta esencia. Del р. 11 el profesor puede tomar 
preguntas con el fin de comprobar el grado de preparación de los 
estudiantes para participar en los seminarios dedicados a uno u otro 
tema, 

En el p. III —«Ejemplos do resolución de problemas»— vienen 
examinados ejemplos típicos que muestran cómo los resultados de la 
teoría pueden aplicarse en la práctica., Con esto gran atención se 
presta al análisis no sólo de los «procedimientos técnicos», sino que 
tambión a diferentes «puntos flacos», por ejemplo, a las condiciones 
de aplicabilidad de uno u otro teorema o fórmula. La cantidad de 
los ejemplos analizados varía en función del volumen y de la impor- 
tancia del tema. А veces en el р. 111 se da respuesta a preguntas plan- 
teadas en el р. Il. 

El destino del p. IV —«Problemas y ejercicios para el trabajo 
independiente»— queda definido por su título, Los autores no tienden 
a dar gran cantidad de ejercicios, sino que prestan la mayor aten- 
ción a su variedad. Al elegir los ejercicios, se usaron diferentes fuen- 
tes, entre cuyo número figuran los manuales de problemas bien сопо- 
cidos, por ejemplo, el manual «Problemas y ejercicios de análisis 
matemático» revisado por el profesor B. P. Demidóvich, Mir, nove- 
na edición 1987. Por eso muchos problemas del material didáctico 
no pretenden ser originales, aunque entre ellos figura una serie de 
nuevos, Al final del libro se dan las respuestas e indicaciones para los 
problemas y ejercicios del р. IV. 

El comienzo y el fin en las soluciones de los problemas se marcan 
mediante los signos A y A, respectivamente, y en vez de la palabra 
«Indicación» se usa el signo @. 

Los autores confían en que el presente material didáctico ayuda- 
rá a los estudiantes a dominar los métodos del análisis matemático, 
en su trabajo independiente sobre esta disciplina. También tienen 
esperanza de que este libro será útil para los profesores en su trabajo 
con los estudiantes y aceptarán con agradecimiento todas las sugeren- 
cias y opiniones encaminadas a mejorar el contenido de aquél. 


Autores 
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Capítulo | 
Números reales 


$ 1. Comparación de los números reales 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Representación de los números reales en forma de fracciones 
decimales infinitas. Cualquier número real a puede ser representado 
en forma de una fracción decimal infinita: 


а = kaos ааз... An << 


donde de los dos signos «zk» se toma uno de ellos: el más, para los 
números positivos; el menos, para los números negativos (habitual- 
mente el signo «más» no se escribe). 

Los números racionales pueden ser representados en forma de frac- 
ciones decimales ilimitadas periódicas, en tanto que los números 
irracionales, en forma de fracciones decimales ilimitadas aperiódi- 
cas. Algunos números racionales pueden representarse en forma de 
una fracción finita o, lo que es lo mismo, en forma de una fracción 
infinita con cero en el período. Semejantes números admiten la se- 
gunda representación: en forma de una fracción decimal infinita con 
la cifra 9 en el período. Por ejemplo, 


1/2 = 0,500...0... = 0,5(0), 1/2 = 0,4999. 


= 0,4 (9). 


Al comparar números reales, aprovecharemos рага semejantes núme- 
ros racionales sólo de la primera forma de anotación (con cero en el 
período). 

2, Regla de comparación de los números reales. Sean а = +49, 
ааз... an... YÒ = tbo Ба... bp .. . números reales arbi- 
rarios representados en forma de fracciones decimales infinitas. 

Los números a y b se llaman iguales (а = b), si tienen signos 
idénticos y son válidas las ij maldades ax = b, (k = 0, 1, 2,...) 
En el caso contrario se considera que а = b. 

Para comparar dos números desiguales a y b examinemos tres 
casos: 

1) a y b son números no negativos. Puesto que a ¥ b, existe un 
número natural п (o bien п = 0) tal, que a, = Бу (k = 0, 4, ... 
оп — 1) уа, 5 ba. Consideraremos que a > û, si an > bn, Y 
a<b, si а, < ba; 7 
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2) a es un número no negativo у b, un número negativo. Vamos 
a adoptar que a > b; 

3) а y b son números negativos. Diremos que a > b, si | a | < 
<|b|, y a<b,si |а |> 161. 

3. conjuntos de números. Los números reales pueden 
representarse mediante puntos en la recta de coordenadas*. Por eso 
el conjunto de todos los números reales se Jlama recta numérica, 
mientras que los propios números se denominan puntos, en tanto 
que al examinar los conjuntos de números con frecuencia se apro- 
vecha su interpretación geométrica. Utilicemos las siguientes nota- 
ciones y terminología: 

N, conjunto de todos los números naturales; 

Z, conjunto de todos los números enteros; 

R (—o0, +00), conjunto de todos los números reales (recta nu- 


[a, bl, segmento, o sea, el conjunto de todos los números reales = 
que satisfacen las desigualdades a < z < b; 

(a, b), intervalo, es decir, el conjunto de todos los números reales 
z que satisfacen las desigualdades а < z < b; 

le, b) o (a, bl, semiintervalo (semisegmento), o sea, el conjunto de 
todos los números reales z que satisfacen respectivamente las des- 
igualdades a < £ < b, a < z < b; 

(a, -+oo) o (a, +00) o bien (—оо, al o por último (—oo, a), se- 
mirrecta, o bien, el conjunto de todos los números reales т que satis- 
facen respectivamente las desigualdades а < z < 4-00, а < 2< 
< +o, =o <r Şa, —o<r<a; 

al segmento, al semiintervalo, a la semirrecta y a la recta numé- 
rica también los llamaremos simplemente intervalo; 

llamaremos entorno del punto c a todo intervalo que contenga el 
punto с; 

Frenos entorno e del punto с al intervalo (с — e, с + е), donde 
e>0 


Il. Preguntas y tareas de control 


‚ ¿En qué consiste la diferencia entre las fracciones decimales infi- 
nitas que representan los números racionales y los irracionales? 

. ¿En qué caso se dice que dos números son iguales? 

‚ ¿Son válidas о no las igualdades 0,41 (9) = 0,42 (0) = 0,42? 

. Formúlese la regla de comparación de dos números desiguales. 


TS 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Demostrar que para cada dos números reales cualesquiera « 
у b (а < Б) se encontrará un número racional с tal que a < с < b. 


* Recordemos que so Пата recta do coordenadas aquella en la que se han 
elegido el origen o punto de referencia, cierto segmento de escala y el sentido 
positivo, 
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д Para evidenciar, sean los números а у b positivos, es decir, 
а= а, 4% .. 
ъ=, Ыз... ba - 


Si alguno de éstos п número racional, expresado por medio de 
una fracción con período de 9, podemos escribirlo en forma de 
fracción con período de 0. Según el planteamiento а < b. Esto 
nifica que existe un número entero no negativo n tal que ал = 
= Бу do, d, .... n — 1) y an < ba. Puesto que la cifra 9 
по es el período del número a, se encontrará un número natural i >> п 
tal, que a, +9. 

'Examinemos el número racional ¢ = со, сіс, ... с, donde 
e» = а, (k = Q, 1, ..., ¿—1), e = а, + 1. Él número сез mayor 
que a, puesto que су = a, (k = 0, 1, . 
> а, y menor que b, puesto que су = аһ = by ( Жуз 
Т. оп — 1), en == а, < by. De esta manera, existe un número 
racional с tal que a < ¢ < D.A 

2. Demostrar que para cada dos números reales cualesquiera a y 
b (а < Б) se encontrará un número irracional æ tal, que a <a < b. 

A Teniendo en cuenta las suposiciones del ejemplo 1, examine- 
mos el número 


а= со, сез... с 01001 0004 ... 000 ... 01 000 ... И... 
—=—= 


n ceros n+ ceros 


Es evidente que esta fracción es aperiódica (explíquese por qué), es 
decir, a es un múmero irracional. Éste número es mayor que a, pues- 
to que cr = a, (k = 0, 1, ..., i 4), ¢, = a; + 1> а, y me- 
nor que b, puesto que су = Ь, ( = O, å, . -< п — 1), en = an < ba. 
Así pues, existe un número irracional a tal que a <a <b. А 


IV. Problemas y ejercicios para el trabajo Independiente 


4. Demuéstreso que V8 es un número irracional. 

2. Represéntese la fracción 31,2 (88) en forma de otra ordinaria. 

3. Demuéstrese que toda fracción decimal periódica, que no con- 
tiene la cifra Y en el período, puede obtenerse como resultado de 
división de dos números naturales. 

4. Domuéstrese que cualquier fracción decimal poriódics 
cifra 9 en el período, no puede obtenerse como resultado de 
de los números naturales, 

5. Demuéstrese que para cada dos números reales cualesquiera a 
y b (a + b) oxiste una infinidad de números tanto racionales, como 
irracionales encerrados entre aquéllos. 

6. Demuéstrese la transiti d de los signos «=», «>», es decir: 
a) si a = b y = с, entonces a = с; b) si a >> b у b > с, entonces 
а>с. 
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7. Demuéstrese que para cualquier número а son válidas las 
desigualdades — [e | <a < |а |. 
8. Demuéstrese que si z < y, entonces —z > —у. 


$ 2. Cotas exactas del conjunto de números. 
Empleo de símbolos de la lógica matemática 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Acerca del aprovechamiento de algunos símbolos lógicos. 
Sea X un conjunto no vacío de los números reales. 

pEPINICION. Un conjunto X se Пата acotado superiormente (infe- 
riormente), si existe al menos un número М (т) tal que para todo 
número z del conjunto X se cumple la desigualdad z < М (х > т). El 
número M (m) se llama cota superior (inferior) del conjunto X. 

En esta definición, lo mismo que al enunciar muchos otros teore- 
таз y definiciones, se emplean las expresiones «existe al menos un» 
y «para todo», Para abreviar la escritura aprovechemos en vez de 
estas expresiones los símbolos lógicos 3 y V. 

El simbolo 3 se Пата cuantificador existencial y el símbolo №, 
cuantificador universal. El hecho de que un número т pertenece (no 
pertenece) al conjunto X, Jo anotaremos de la manera siguiente: 
z EX (FEX). 

Con ayuda de los símbolos indicados la definición del conjunto 
acotado superiormente puede escribirse así: el conjunto X se dice 
que está acotado-superiormente, si ЗМ € R tal que Yz € X se cum- 
ple la desigualdad z < М, о (en forma más breve, omitiendo algunas 
palabras): el conjunto X se llama acotado superiormente, si 


IMERVIEX:2<M. (1) 


El uso de los cuantificadores no sólo reduce las anotaciones, sino 
que además permite, recurriendo a un procedimiento muy simple, 
construir las negaciones de las oraciones (definiciones, afirmaciones) 
escritas con ayuda de aquéllos. Ilustremos este procedimiento, to~ 
mando a título de ejemplo la negación de la definición de un conjunto 
acotado superiormente. En otras palabras, formulemos la definición 
del conjunto no acotado superiormente. La falta de acotación supe- 
rior del conjunto X significa: no existe un número M tal, que para 
cualquier z € X se cumpla la desigualdad = < M. Esto significa 
que para todo número M existe al menos un z € X, para el «cual 
x > М. Por eso la definición del conjunto no acotado superiormente 
puede escribirse con ayuda de los cuantificadores de la manera si- 
guiente: un conjunto X se llama no acotado superiormente, si 


VM ER 37€ X:2 >M. (2) 


Al comparar (1) y (2), vemos que para construir la negación de la 
oración (1) hay que sustituir el cuantificador 3 por Y y el cuantifí- 
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cador Y, por З, mientras que la desigualdad que va detrás de los dos 
puntos, se sustituye por la contraria. 

Esta regla puede utilizarse también para construir negaciones do 
cualesquiera otras afirmaciones que contienen los cuantificadores 
3 yV. 


2, Cotas exactas de los conjuntos de números 
DEFINICIÓN. Un número = se llama cota superior exacta del conjun 
10 acotado superiormente X, si: 1° Vz € Х:хҗ 2° VF < 33z € 
EXi>z 2 
La primera condición significa que 2 es una de las cotas superio- 


res del conjunto X, mientras que la segunda condición, que = es la 
mínima do las cotas superiores del conjunto X, es decir, ningún nú- 


mero х menor que =, ya no ез su cota superior. La cota superior exac- 
ta del conjunto X se designa con sup X. 

De manera análoga se define la cota inferior exacta* del conjunto 
acotado inferiormente X; ésta se designa соп inf X. 

Teorema. Un conjunto no vacío acotado superiormente (inferior- 
mente) contiene la cota superior (inferior) ezacta. 

Si el conjunto X no está acotado superiormente (inferiormente), 
entonces se escribe sup X = +00 (inf X = —оо). 

Un conjunto X, limitado superior o inferiormente, se llama sim- 
plemente acotado, es decir, 


ЗМ, тїзє Х:т<х< М. (3) 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Escríbase empleando los cuantificadores la definición del conjun- 
to acotado inferiormente. Anótese la negación de esta definición, 
aprovechando la regla de construcción de las negaciones. 

. Dése la definición de la cota superior (inferior) exacta de un con- 
junto acotado superiormente (inferiormente). 

3. Enúnciese el teorema sobre la existencia de las cotas exactas do 
un conjunto de números. 

. Demuéstrese la unicidad de las cotas exactas, es decir, que un 
conjunto limitado superiormente (inferiormente) tieno sólo una 
cota superior (inferior) exacta. 

5. Muéstrese que las cotas exactas pueden tanto pertenecer, como no 
pertenecer al conjunto. Cítense ejemplos de conjuntos de núme- 
ros X, en los cuales: a) sup X € X; b) sup X € X; с) inf X € X; 

d) inf X € X. ¿Tiene o по el conjunto X en los casos a) y b) ей: 

mero máximo y en los casos с) y d), el mínimo? 

6. ¿Qué significa la notación simbólica: a) sup Х = +00; 

b) inf = —co? 
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En algunos manuales del análisis matemático la cota superior (inferior) 
exacta se llama simplemente cota superior (inferior). 
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7. ¿Qué conjunto se llama acotado? 

3. Demuéstrese que la definición siguiente de un conjunto acotado: 
un conjunto X se llama acotado, si ЗА > 0 Vz ЄХ: |z |< А, es 
equivalente a la dada en el р. І. 

9. Aplicando la regla de construcción de las negaciones a la defini- 
ción aducida en la tarea 8, enúnciose la definición de un conjunto no 
acotado. 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Hallar la cota superior exacta del intervalo (0, 4). 

A El número 1 es la cota superior del intervalo (0, 1), puesto que 
Vz € (0, 1): 2 < 1. Más aún, YZ < 1 За € (0, 1): a > =. En efecto, 
si 2 < 0, entonces Ма Є (0, 1): а > z. Si Z > 0, entonces como se 
ha mostrado en el ejemplo 1 $ 1, en el intervalo (Z, 1) se encontrará 
un número racional а tal, que 2 < а < 1, es decir, За Є (0, 1): 
а > т. De esta manera, para el número 1 se cumplen ambas condi- 
ciones de definición de la cota superior exacta. Por consiguiente, 
sup (0, 1) = 1. Cabe advertir que la cota exacta encontrada no per- 
tenece al intervalo (0, 1), o sea, sup (0, 1) $0 4), mientras que 
para el semisegmento (0, 1] sup (0, 11 = 1 € (0, 11. А 

2. Hallar las cotas exactas del conjunto de todas las fracciones 
racionales propias т/п (т, п Є М, т < п) y mostrar que este conjunto 
no contiene los elementos mínimo y máximo, 

A Sea X el conjunto de todas las fracciones racionales propias 
mín. Puesto que Vm, n € N m/n >0, el número 0 resulta ser la cota 
inferior del conjunto X. Más aún, 


М2 0326 Хх: а<2. (4) 
En realidad, si 2 > 1, entonces la fracción racional propia а = 


= 1/2 satisface la condición (4). Si 0 < Z < 4, entonces el número т 
puedo escribirse en forma de la siguiente fracción decimal infinita: 


F =0, 2h... ж. 


y además З tal que z, 5 0. El número racional 
а = 0, 2323... Ena (En — 1) 1 


según la regla de comparación de los números reales satisface las 


desigualdades 0 < a < 2 < 1, o sea, es una fracción racional pro- 
pia y satisface la condición (4). 

Do esta manera para el número 0 se ha cumplido también la 
segunda condición de definición de la cota inferior exacta del con- 
junto de números. Así, pues, inf X = 0. 
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Puesto que el conjunto X contiene sólo fracciones propias, o sea, 
т < п, entonces m/n < 1. Por consiguiente, el número 1 es la cota 


superior del conjunto X. Más aún, 2 < 1 3m/n € X: т/п > 3. 
En efecto, como se ha mostrado en el ejemplo 1 $ 1, existe un nú- 


mero racional =; tal que = < z, < 1. Ya que z, < 1, entonces z} es 
una fracción propia: z, = m/n (т < n), o sea, z, ЄХ. Por consi- 
guiento, para el número 1 se han cumplido ambas condiciones de 
definición de la cota superior exacta del conjunto de números. De 
esta manera, sup X = 1. 

Sin embargo, inf X = 06 X, ya que m/n=0 sólo cuando 
т =з 0, pero 0@ №. Esto significa que el conjunto X no contiene el 
elemento mínimo. De la misma manera sup X = 1 6 X, puesto 
que m/n == 1, sólo euando т = n, lo cual contradice al requisito do 
que la fracción es propia. Entonces el conjunto X no contiene el elo- 
mento máximo. А 


IV. Problemas y ejercicios para 
el trabajo Independiente 


9. Sean X e Y dos conjuntos no vacíos de números reales, ade- 
más X está acotado superiormente, mientras que Y forma parte de 
X. Demuéstrese que Y también está acotado superiormente y sup Y < 
< sup X. 

10. Hállense las cotas exactas de un conjunto de números ra- 
cionales z que satisfagan la desigualdad 2? < 2. 

11. Sea A un conjunto de números con signo opuesto a los nú- 
meros que pertenecen al conjunto В. Demuéstrese que: а) inf A = 
= —sup В; b) sup A = —inf B. 


§ 3. Operaciones aritméticas 
con los números reales 


1. Nociones fundamentales 


1. Adición y multiplicación de los números racionales. Para los 
números racionales se conocen las reglas de adición y de multiplica- 
ción siguientes: 


A лр an тищ (1‏ ہد 
т т лл, mm “лиң‏ 


Determinemos las operaciones de adición у de multiplicación 
para cualesquiera números reales. 

2, Adición de los números reales. Sean z o y dos números reales 
arbitrarios у z, e y,, cualesquiera números racionales que satisfagan 


las desigualdados 
2,<2, Y <y. (2 
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En adelante, el símbolo (z, + уз), significará que los números 
z, e y, se suman según la regla (1) de adición de los números racio- 
nales, Examinemos el conjunto {(z, + у),} de toda clase de sumas 
de los números racionales z, e y, que satisfacen la condición (2). Este 
conjunto está acotado superiormente y, por consiguiente, tiene la 
cota superior exacta. 

Se llama suma de los números reales т е y sup (2, + vır} 

3. Multiplicación de los números reales. Sean т e y dos números 

reales positivos arbitrarios, mientras que z, e y, cualesquiera núme- 
ros racionales quo satisfagan las desigualdades 0 < х, <7,0< у < 
< y. En lo sucesivo el símbolo (2,y;)r significará que los números z, 
e y, se multiplican según la regla (1) de multiplicación de los núme- 
ros racionales. Examinemos el conjunto (аи) де tada clase de 
productos de semejantes números racionales. Este conjunto está 
acotado superiormente у, por consiguiente, tiene la cota superior 
exacta. 

Se llama producto де los números reales positivos z e y 
sup {(хил),}- 

El producto de los números reales de cualquier signo lo defini- 
remos mediante las reglas siguientes: 


1а 2.0 = 0-2 = 0; 


е { 121: [y |, зі x e y tienen signos iguales; 
Y = {|е |-| y |, si z e y tienen signos diferentes. 


IL Preguntas y tareas de control 


1. Formúlense las reglas de adición y de multiplicación de dos nú- 
meros reales cualesquiera. Demuéstrese que los conjuntos 
(а, + yı)r} y (л), } que figuran en estas reglas, están acotados 
superiormente. 

2. Demuéstrese que la regla de adición de los números reales tiene 
las siguientes propiedades: а) х + у = y + z (conmutatividad); 
b) (£ -+ y) + z= z + (y + 3) (asociatividad). 

3. Demuéstrese que la regla de multiplicación de los números reales 
tiene las siguientes propiedades: а) zy = yz (conmutatividad); 
b) (zy) 2 = z (yz) (asociatividad). 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Demostrar que la adición de dos números racionales según la 
regla de adición de los números reales da el mismo resultado que 
su adición aplicando la regla (1) para los números racionales, 

A Sean х e y dos números racionales arbitrarios у (= + у)», su 
suma obtenida según la regla de adición de los números racionales, 
(z + y), la suma obtenida recurriendo a la regla de adición de los 
números reales, es decir, = + y = sup {(z, + y1)r) donde z, е у, 
son cualesquiera números racionales que satisfagan las desigualda- 
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des zı <z, y, < y. Hay que demostrar que = + y = (2 + 0), o 


bien 
sup (A + Y)r) = (24 y) 

Para esto según la definición de la cota superior exacta del conjunto 

hace falta mostrar que: 


1° Ч@ + vır Ella + и): (а + л), < (2 + Y 

2 т< (e + y) Al + dr € (а + dr): (а + м), >. 

Puesto que z; < = e y, Sy, entonces (т, + у), < (х + Y)r 
(para los números racionales se conoce esta propiedad de las desigual- 
dades). Por consiguiente, se cumple la 1% condición. Mostremos que 
también ве ha cumplido la 2% condición. 

Sea 7 un número arbitrario, menor que (т + y),. Entre los nú- 
meros 2 y (т + y), se encontrará un número racional a (véase el 
ejemplo 1 del $ 1): z <a < (т + у),. Supongamos $ = (z + у), — 
— a (la resta se efectúa según la regla de sustracción de los números 
racionales). Entonces а = (z + y), — б y, puesto que б >> 0, ten- 
dremos que existe un número natural л tal, que 2/n < б. 


Examinemos ahora los números racionales 2,=2— e yy=y— 
1. Ya que <z e y <y, resulta que (2,+9),€((2+9))- 
Además (8.0). = (z+ ly), — È> (+ 0. —8=a, puesto que 
2 
2<s, 

Así pues, (а + Yale > a > 2, es decir, (а + a)r > 7. De esta 
manera hemos mostrado que está cumplida la 23 condición. А 

2. Demostrar que Vz: z + (—2) = 0. 

ASean z, e y, dos números racionales cualesquiera que satisfa- 
gan las desigualdades z, < =, y, < —z. Hay que demostrar que 
sup (2, + ya)») = 0, es decir, 

4° V (zı + 0) € {ш + и) (21 + yi), < 0; 


2° VE <0 3 (zı + и) E€ (61 + и): (а + м), >F. 


Puesto que y, < —z, entonces —y, > = (esto se comprueba fá- 
cilmente, aprovechando la regla de comparación de los números rea- 
Jes; vénse el ejer. 8 del $ 1). De las desigualdades z, < z y 2 < —у, 
en vigor de la transitividad del signo «<> se deduce que г, < —y, у, 
por consiguiente, (т, + yı), < 0. Do esta manera se ha cumplido 
la 1% condición. 

Mostremos que tambié. queda cumplida la 2% condición. Sea 2 


un número negativo arbitrario. Puesto que —2 > 0, se encontrará 
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un número natural л tal, que 1/10” < —2, es decir, —1/10” >7. 
Presontemos el número z en forma de una fracción decimal infinita 
(consideremos para precisar que z > 0): 


D= Ey лү... En ooo 
De la regla de comparación de los números reales se deduce que 
2122, ITa TS, 
W= — io TiTa -o En gr S 


De esta manera (z; + yi) € f(z, + )). Además (z, + yi) = 


== —1/10" > 2, es decir, hemos demostrado que se ha cumplido la 
2% condición. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


12. Demuéstrese que la multiplicación de dos números raciona - 
les según la regla de multiplicación de los números reales da el mis- 
mo resultado que su multiplicación empleando la regla (1) para los 
números racionales. 

13. Demuéstrese que Vz: х + 0 = =, 

14. Demuéstrese que Vz, y existe el único número z tal que 

= y + 2 (z se lama diferencia de los números z e y: z = z — у). 

15. Demuéstrese que Vz: z-1 = z. 

16. Demuéstrese que Vz 032": zz’ = 1. 

17. Demuéstrese que Vz y Vy + 0 existe el único número z tal, 
que z = yz (z se Пата cociente de los números т e y: 2 = 2/0). 

18. Demuéstrese que Vz, у, z: (z + у) 2 = 22 + yz. 

19. Demuéstrese que si z > у, entonces Vz: = + 22> у + 2. 

20. Demuéstrese que зі z > y, entonces Vz > 0: 22 > yz. 

21. Demuéstrese la validez de las desigualdades: a) |z + y | < 
<lzi+ ly; b)lz—y l> lzi- ly l 

22. Sean X, Y dos conjuntos acotados no vacíos de los números 
reales y 7, un conjunto de toda clase de sumas z + y, donde z Є X, 
y € Y. Demuéstrese que el conjunto T está acotado y que: a) sup 7 = 
т ША. + sup Y; b) inf 7 = inf X + inf Y. 

. Sean X, Y dos conjuntos acotados no vacíos de los números 
reales no negativos y В, un conjunto de toda clase de productos ту, 
donde х € X, y € Y. Demuéstrese que el conjunto В está acotado y 
que: а) sup В = sup X+sup Y; b) inf B = inf X -inf Y. 

24. Calcúlense las tres primeras cifras significativas de la su- 


ша: а) 443, b) V34+V7. 
25. Hállense los tres primeros dígitos decimales del producto 


a УЗ; ») V3-V7. 
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28. Sean А y В dos conjuntos no vacíos de los números reales, 
en los cuales cada número de А es menor que todo número de B y 
para cualquier e > 0 existen z € А e y € B tales, que y — z < e. 
Demuéstrese que sup A = inf B. 


$ 4. Método de inducción matemática 


1. Conceptos fundamentales 


Para demostrar que cierta afirmación es válida para todo número 
l л, empezando por no, es suficiente demostrar que: 
a) esta afirmación es válida рага п = ng 
b) si la afirmación dada es válida para cierto número natural 
> пе, también es válida para el número natural que le sigue 
+4 


nalı 


Semejante método de demostración se Hama método de inducción 
matemática. 


Il. Preguntas de control 
1. ¿En qué consiste el método de inducción matemática? 


2. Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese que 
Vn EN: n < 21 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Demostrar que Ул EN y Vz >> —f es válida la desigualdad 
(1 + 2)" >1 4 nz (DESIGUALDAD DE BERNOULLI). (i) 
A Demostremos la desigualdad (1) aplicando el método de induc- 
ción matemática. Si n = 1, entonces la desigualdad (1) es válida, 
puesto que se reduce a la igualdad lícita. Supongamos que la согте- 
lación (1) es válida para el número natural k y Ут > —1: 
U+) > 1+0. (2) 
Ya que z > —4, 1 + z > 0. Multipliquemos la desigualdad (2) por 
el número positivo 1 + z: 
(Fa) E 
Suprimiendo el sumando no negativo kz* en el segundo miembro, 
obtenemos la desigualdad 
(142) >1+(k+1)z. 
Hemos demostrado que la desigualdad (1) es válida para el número 
natural k + 1 y Vz > —1. Con esto está demostrado que la corre- 
lación (1) es válida Vn € N y Vz > —1. А 


2. Demostrar que para cualesquiera n números positivos y,, 
Yas ۰۰<, Ym Que satisfagan la condición de 


la ---Yn=1, 6) 
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tiene lugar la correlación 
J Fs + <... Hn 4 


A Cuando n = 1, de la condición (3) se deduce que y, = 1. Por 
esto la correlación (4) está cumplida. 

Supongamos que, cuando n = k, de la condición (3) se deduce Ја 
correlación (4) y que Е + 1 números positivos уз, Ya» +. «+ Yu 
n+, satisfacen la condición (3). Demostremos que para éstos queda 
cumplida la correlación (4). Si todos estos números son iguales а 1, 
su suma será igual a k + 1 y la correlación (4) tiene lugar, Pero si 
entre los números indicados existe al menos uno distinto de 1, en- 
tonces obligatoriamente se encontrará un número más que no sea 
igual a 1. Con la particularidad de que si uno de estos últimos núme- 
ros es mayor que 1, el otro será menor que 1. Sin desviarnos de la 
generalidad supongamos que ya > 1, Ya +1 < 1. El producto k de los 
números уу, Уз» » - +» Ya-ı Jal» +, en virtud de la condición (3) es 
igual a 4. Por eso según la suposición inductiva 


юп F +... + а HF Ya > К. 
De aquí obtenemos 
ж-ш +... + Yrs + Ya >k + Ya + Yao 
o bien 
ж Fa +... a > КЁ + 1 ya Ya — Y —1 = 
=k +1 + (1 ан) шь 0) >X% + 1, 
es decir, la correlación (4) está cumplida para n = k4 1. De esta. 


manera para cualesquiera n números positivos que satisfagan la 
condición (3), se ha cumplido la correlación (4). A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 
Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese que 
Wn EN son válidas las igualdades: 
27.14 24+3+...4+2=0,5 n (п + 1). 
28. 124 22 4+ 38... ла n n + 1) (2n + 1) 
29. 1" 4 2° + 3° +... + п? = 0,25 п? (л + 4). 
liéndose del método de inducción matemática, demuéstrese la 


validez e las desigualdades: 
I 


3 
е Сш. 


Гы 

1 4 1 _ 
з. ttg tyr t т +у Уп (т>. 
32. n™ > (n-+1)" (n > 3). 


зз. Atat otn > Ya... Tn cuando 2, >0, k=1, 


... n (la media geométrica de п números no negativos no supera 
su media aritmética); 


м. Иа Уа Уа озу лу, Va>0. 


Capítulo Il 
Límite de una sucesión 


$ 1. Sucesiones acotadas y no acotadas. 
Límite de una sucesión 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


Si a cada número natural n se ha puesto en correspondencia 
cierto número т„, se dice que hemos definido una sucesión numérica 
(o simplemente una sucesión) Ty, Tar Ey <-> En forma 
abreviada la sucesión se denota con el símbolo En 3 o (ж). El núme- 
ro х, recibe el nombre de término (elemento) de la sucesión y n, nú- 
mero del término. 

Las sucesiones de las formas {zn + yn}, {Zn — уа), (En Ил}, 
{zn/Yn} se llaman suma, diferencia, producto y cociente de dos sucesio- 
nes, respectivamente: (Zn) e fyn} (para el cociente Yn яе 0). 

DEFINICION, La sucesión {zn} se llama acotada, si IM >O tal 

que Ул: lz. |< М. 
Desde el punto de vista geométrico esto significa que todos los 
tórminos de la sucesión se encuentran en cierto entorno (entorno M) 
del punto z = 0. 

2 La sucesión (z,} se llama no acotada, si YM > 0 

Га, |> М. 

DEFINICIÓN. El пїїтего a recibe el nombre de límite de la sucesión 
(21), si Ve >> 0 IN EN tal que Vn > №: |х, — a |< e. Su nota- 
ción es: lim тһ = а. 


Desde EN Punto de vista geométrico esto significa que en todo 
entorno e del punto a se encuentran todos los términos de la suce- 
sión, empezando por cierto número (que depende, hablando en ge- 
neral, do e) o, lo que es lo mismo, fuera de todo entorno в del punto 
a se encuentra sólo un número finito de términos de la sucesión. 

La sucesión que tiene límite se llama convergente y la sucesión 
que no lo tiene, divergente. 
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Teorema 1. Una sucesión convergente tiene sólo un límite. 
Teorema 2 (CONDICIÓN NECESARIA DE CONVERGENCIA DE UNA SUCESIÓN). 
La sucesión convergente está acotada. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Enúnciense las definiciones: a) de la sucesión; b) de la sucesión 
acotada y de la no acotada; с) del límite de una sucesión. Dése 
la interpretación geométrica de estas definiciones. 

2. ¿Es equivalente la definición del límite de una sucesión a la 
siguiente definición: lím =, = a, si Ve >> 0 3 un número po- 


sitivo K (uo obligatoriamente natural) tal que Ул > K: | £a — 

—а |< e 

3. Muéstrese, citando un ejemplo, que el número Y, que figura en la 
definición del límite de la sucesión, dependo, hablando en gone- 
ral, de €. 

4. Supongamos que la sucesión {zx} y el número a satisfacen la con- 
dición: 3N tal, que Ve>0 y Va > N: |2, —a | < e. ¿Sa- 
tisfará toda sucesión que converge hacia a esta condición? ¿Cuál 
será la interpretación geométrica de esta condición? 

5. Sea lim zq = a. 


nae 

a) ¿Podrán todos los términos de la sucesión ser positivos (педа- 
tivos), si а = 0? 

b) ¿Podrá la sucesión tener una cantidad infinita de términos 
negativos (iguales a cero), si а > 0; а +0? 

с) Demuéstrese que Иш Zn =a, lím да+: = a. 


d) Demuéstrese que {z,} está acotada. 

6. Supongamos que en cierto entorno del punto а se halla una сап- 
tidad infinita de términos de la sucesión {Zn}. ¿Se podrá deducir 
de esta condición que: a) lím г, = a? b) ningún punto fuera 


nace 
de este entorno sea el límite de la sucesión {zn}? c) {zn} está 
acotada? 

7. Supongamos que en todo entorno del punto a se halla una canti- 
dad infinita de términos de la sucesión {zn}. ¿Se podrá deducir 
de aquí que: a) lim =, == а? b) {zn} está acotada? 


ne 
8. ¿Qué sucesión se Пата: a) convergente; b) divergente? 
9. Sen que la sucesión {т„} está acotada (no acotada). ¿Se podrá 
deducir de esta condición que aquélla converge (diverge)? 
10, Supongamos que la sucesión converge. ¿Será convergente la 
sucesión que se obtiene a partir de la inicial, si: 
a) de ésta se elimina un número finito de términos y los restan- 
tes se enumeran de nuevo en orden de su secuencia? 
b) a aquélla se agrega un número finito de términos, enume- 
rando los términos de la sucesión en orden de su secuencia? 
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с) se cambia en aquélla de manera arbitraria un número 
finito de términos? 
11. Demuéstrese que la sucesión convergente tiene sólo un límite, 
12. Enúnciese la condición necesaria de convergencia de una suce- 
sión. 
Ш. Ejemplos de resolución de proble mas 


1. Enunciar en el lenguaje «e — N?» la definición de que el nú- 
mero а по es el límite de la sucesión {zn} (a # lím zx») y dar la 
.. 


interpretación geométrica de esta definición. 
A Según la definición del límite de la sucesión а = Иш Ens 


si Ve >0 AN tal que Yn > N: | ¥, — а | < e: Aprovechando la 
regla de construcción de las negaciones, obtenemos: a e lím tn, 


si 3e >0 tal que YN In >N: |а —a |> pri 
Ийне do detallada eto pueda сены е habi Eb Mm т, 


si Je >> 0 tal que: 
para N=1 3n,>1: |т,—а| >8, 
para N=2 3n,>2: 912 


De este тойо а + límz,, si existe є2>0 y la sucesión de los 


Е 
números {ny} (N = 1, 2, 3, ...) tales, que ny>N у | — 
—а| >e. 

La interpretación geométrica de esta definición es: а + lim г, 
si existe cierto entorno e del punto a, fuera del cual se encuentra 
una cantidad infinita de términos de la sucesión. A 

2. Demostrar que la sucesión х„ = 2%70" no está acotada. 

A En virtud de la definición de la sucesión no acotada hay que 
mostrar que УМ >> 0 Зп EN, para el cual | z, | > М. Prefijemos 
un número M > 0 arbitrario y tomemos cualquier número par n 
que satisfaga la desigualdad л > log, М. Para tal п tenemos 

s=" > eMM, 
lo que se trataba de demostrar. 

S Valisndoso de la definición p para el límite de la sucesión 
demostrar que Ша р 5. 

A Prefijemos un des arbitrario y examinemos el módulo de 
la diferencia entre el nésimo término de la sucesión y el número 5: 


5r 5 10 


En correspondencia con la definición del límite de una sucesión 
debemos indicar un número № tal que Yz > N se cumpla la des- 
igualdad. 


10 
9—7 <6 (0 
Para encontrar el número N resolvemos la desigualdad (1) respecto 
а п. Obtendremos 
W 
n>log, (£ +2). @) 


Do la designaldad (2) se deduce que como N puede tomarse la 
parte ontera dol número logs (2 +2): 


N = [oe (2 +2)]. 


En ofecto, si n>N, entonces 

n> [on (L+2)]es (82), 
o sen, es cierta la desigualdad (2) y en este caso Чп > N se cumplo 
también la desigualdad (1). (Cabe señalar que, cuando e > 10, tene- 
mos N = [logs (2 +2) | = 0 y por eso la desigualdad (1) es 


válida Vn EN.) 
Así, pues, para un e >0 arbitrario hemos indicado un núme- 


to N= [logs (2 +2)] tal que Ya > se cumple la desigualdad 


5.3% 
+ -5|<е. 
Según la definición del límite de una sucesión Ésto significa que 


mE 5. А 


no 
4. Aprovechando ln definición de límite de una sucesión, de- 
mostrar que Jn T =0. 
A Adoptemos un е >> 0 arbitrario. Es necesario indicar un nú- 
mero N tal que Мл > N se cumpla la desigualdad 
с ауте. (3) 
No vamos а tender a encontrar el número № mínimo, empezando 


por el cual se cumple la desigualdad (3). Indiquemos un número 
«con cierta reserva», resolviendo una desigualdad más simple 


2/n< e. (4 


Puesto que Ул EN: n! > л (n/4) (demuéstrenlo), entonces Vn € N 
es cierta la desigualdad 
A/V rl < 2/n (5) 
y por eso la desigualdad (3) es corolario de la desigualdad (4). Resol- 
viendo respecto a n la desigualdad (4), obtenemos 
п> 2/е. (6) 
Hagamos N = [2/e]. Si п > N, resulta que л > [2/е] + 1 >> 2/e, 


es decir, se cumple la desigualdad (6) y, por consiguiente, las des- 
igualdades (4) y (3). De esta manera, Ve >0 3N (N = [2/е]) tal que 


Vn > N: МУЯТ < e. Con esto queda demostrado que lfm va = 
p 
=04 


Los ejemplos examinados muestran de qué manera hace falta de- 
mostrar que lim х, = a, recurriendo a la definición para el lí- 


mite de una sucesión. Hay que escribir la expresión |z, — a | y 
elegir (si esto es conveniente) una sucesión (yn) tal que, en primer 
lugar, Уп | zı — а | S yn, en segundo lugar, la desigualdad 


Jn < e, a) 


para un e arbitrario, se resuelva de la manera suficientemente simple 
respecto a n. Supongamos que la solución de la desigualdad (7) 
tiene la forma 
п> 1(0), 

donde f (ғ) > 0. Entonces a título de N puede tomarse {f (e)) (en 
caso de que resulte que [/ (e)] = 0, la desigualdad (7) será válida 
Ул). De esta manera, Уп > N == [f (e)l resultará cumplida la desi- 
gualdad | xn — a | < e, y esto precisamente significa, según la de- 
finición para el límite de una sucesión, que lím =, = a. 


5. Se sabe que lim 2, = 0 y z, >Û Vr. Demostrar que 
paraa >0, Иш ag =0. 

A Según el” planteamiento, lím 2, = 0, es decir, Ve, > O 
3N, tal que Yn > М, es válida la desigualdad 


ln | < eı. (8) 
Demuéstrese: Ve > 0 IN tal que Yn > N: | тї | < ео, lo que es 
equivalente, 

Га, 1< eta, (9) 


Prefijemos un e >0 arbitrario y pongamos e, = ее (e, >> 0). 
Para este e,3N, tal que Vn > N, es válida la desigualdad (8), es 
decir, | х„ | < е4. Así pues, Ул > N = N, es cierta la desigual- 
dad (9). Con esto queda demostrado que lím тї=0. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


1. ¿Estarán acotadas las sucesiones: a) z, = (19h; b) zn = 
к= 2n; с) zn = ln n; d) ха = sen n; e) {zn} = 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 
0, 5, 0, 6, , . .? Arguméntense las respuestas. 

2. Valiéndose de la definición para el límite de una sucesión, 
demuéstrese que: 


EG A 


1) Ма (0,8)"=0; g) lím 
nao neo 
h) иш YE sem ** _ 0 
new nti 955 
3. Se conoce que lim х, =a. Demuéstrese que: 
0; 


а) lím (Zas — 
no 


b) Иш |2,1 = lal; 


с) lim zh=a?, 


4. Sea lím |z,| = 181. ¿Se puede deducir de aquí que lím zp = a? 


5. Demuéstrese que la sucesión (rn) diverge, si: а) ть = n; 
b) za = In n; с) г, = n, 

6. Supongamos que la sucesión {zn} converge у M = sup {2n J; 
m = inf {zp}. Demuéstrense que: о Эл tal que х, = o bien 
tal que z} = т; о por último 3n у k tales, que z, 
Cítense ejemplos de sucesiones de estos tres tipos. 


§ 2. Sucesiones infinitésimas e infinitas 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 

DEXINICIÓN. Una sucesión (xn) se Пата infinitésima o infinita- 
mente pequeña, si lím =, = 0. 

DEFINIGION. Una sucesión (2) se Пата infinita o infinitamente 
grande, sí VA > 0 IN tal que Yn > М: | zn | > А. 

Desde el punto de vista geométrico esto significa que en todo en- 
torno (tan grande como se quiera) de cero se encuentra sólo un nú- 
mero finito de términos de la sucesión, mientras que fuera del mis- 


mo, una cantidad infinita de términos. 
Si la sucesión (xn) es infinita, entonces se escribe lim =, = оо. 


Si además, empezando por cierto número, todos los términos de la 
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sucesión infinita son positivos (negativos), entonces se escribe 
lím = +оо (—оо). Es de advertir que la sucesión infinita no 


roo 
es convergente y la anotación simbólica lím =, = +00 (—00) 


nam 
sólo significa que la sucesión {z,} es infinitamentê grande, pero de 
ningún modo significa que tiene límite. 

Toda sucesión infinita es ilimitada (no acotada), puesto que 
fuera de cualquier entorno de cero existe un término de aquélla (in- 
cluso pueden ser varios términos, empezando por cierto número). 
Lo inverso no es cierto: una sucesión no acotada puede ser по infir 
nita. 

Teorema 3. La suma algebraica de un número finito de sucesiones 
infinttésimas es una sucesión infinitésima. 

Teorema 4. El producto de una sucesión Infinitésima por una acota- 
da es una sucesión infinitésima. 

COROLARIO. El producto de un número finito de infinitésimos es un 
infinitésimo. 

Teorema 5. Si una sucesión (xn) es infinita, entonces, empezando 
por cierto número n, queda definida la sucesión (1/x,) que ез infini- 
tésima. Si una sucesión {2n} es infinitésima у Чп с, #0, entonces la 
sucesión {1/z,) resulta infinita. 


ll, Preguntas y tareas de control 


1, Enúnciense las definiciones: a) de una sucesión infinitésima; 
b) de una sucesión infinita. Dése la interpretación geométrica 
de estas definiciones. 

2. Enúnciese en el lenguaje «e — N» la negación de que una suce- 
sión es a) infinitésima; b) infinita. Dése la interpretación geo- 
métrica de estas negaciones. 

3. Dia la definición que corresponda a la notación simbólica 

im z, = 


4. Supongamos que una cantidad infinita de términos de una su- 
cesión se encuentra: a) en todo entorno de cero; b) fuera de dicho 
entorno, ¿Se podrá deducir de la condición a) [de Ја condición 
b)] que la sucesión es infinitésima (o bien infinita), acotada o no 
acotada? ¿Se desprenderá de la condición а) [de la condición b)] 

jue la sucesión no es infinitésima o bien infinita? 

5. Se sabe que la sucesión (x,) es: a) infinitésima; b) infinita. ¿Se 
desprenderá de esto (a condición de que =, + 0 Vr) que la su- 
cesión (1/z,) es a) infinita; b) infinitésima? 

6. a) ¿Será acotada una sucesión infinitésima? 

b) ¿Una sucesión infinita será no acotada o bien convergente? 
с) ¿Será infinita toda sucesión no acotada? 
7. Se conoce que yn 5 0 Vn y: a) Иш =, = lim y, = 0; 
nr nace 
b) Ит z, = lîm y, = оо. ¿Puede la sucesión (zn/yn) ser 
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infinita o infinitésima, o bien convergente, o por último diver- 
gente, pero no infinita? Adúzcanse ejemplos. 

8. Demuéstrese que la suma de dos sucesiones infinitésimas es una 
sucesión infínitésima. ¿Será cierta Ја afirmación análoga рага 
las sucesiones infinitas? Arguméntese la respuesta. 

9. Demuéstrese que si lím zx, = оо, entonces, empezando рог 


cierto múmero п, queda determinada la sucesión (1/zn), con la 
particularidad de que lim (1/z,) = 0 


10. Sea (=, -+ yn} una sucesión infinitésima. ¿Se deduce de aquí 
que {т„} e {yn} son ambas sucesiones infinitésimas? Argumén- 
teso la respuesta. 

11. Sea {Zayn} una sucesión infinitésima, ¿Se deduce de esto que 
por lo menos una de las sucesiones {=,} о {yn} es infinitésima? 
Arguméntese la respuesta. 

42. Demuéstrese que зі х, > уһ y lim y, = +0, entonces 

яз» 


lím za = +0. 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Enunciar en el lenguaje 4¢ — N» la negación de que una su- 
cesión es infinita. Dar la interpretación geométrica de esta negación. 
A Según la definición de una sucesión infinita, lim =, = оо, 


si VA >03N tal que Уп > М: | 2. | > А. Aprovechando la regla 
para construir las negaciones, obtenemos: Ја sucesión {z,} по es 
infinita, si ЗА >> 0 tal que VN Зл > N: |=, | < A. Desde el punto 
de vista geométrico esto significa que habrá cierto entorno de cero 
(entorno A), en el que se encontrará una cantidad infinitamente 
grande de términos de la sucesión, A 

2. Demostrar que la sucesión (a”) es: a) infinita, cuando | a | > 
> 1; b) infinitésima, cuando |а | < 1. 

A Sea | a | > 1. Demostremos que la sucesión fa”) satisface la 
definición de sucesión infinita, es decir, VA > 0 3N tal que Ул > N 
se cumple la desigualdad 


а> А. (1) 


Prefijemos un А > 0 arbitrario, Para encontrar el número N resol- 
vemos la desigualdad (1) respecto a n. Obtenemos 


n > 1одшА. (2) 


Pongamos N = 1108.41. Entonces Ул > N se cumple la desigual- 
dad (2), y por consiguiente, también la (1). De esta manera, МА > 0 
3N = (108141 tal que Vn > М: |а |" > А. Precisamente esto 
se trataba de domostrár. 

h) Sea ahora |а |< 1. Si а = 0, entonces а" = 0 Yn y, por 
consiguiente, (а^) es infinitésima. Sea а 0. Entonces а" = 
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=(1/a)")"*. Puesto que | 1/a | > 1, la sucesión ((1/a)") es infinita, 
mientras que la sucesión ((1/a)")-1 es infinitésima en virtud del teo- 
rema 5. Así, pues, la sucesión {а") es infinitésima, cuando | a | < 
<i А 

3. Sea zp = n". Demostrar que la sucesión {zn}: a) no está 
acotada; h) no es infinita. 

A а) Demostremos que {zn} satisface la definición de la sucesión 
no acotada. En efecto, ҰМ > 0 el término de la sucesión con el nú- 
mero љ = 2 (М1 + 1) es igual а л y mayor que М. Según la defi- 
nición esto significa precisamente que {т„} es la sucesión no acotada. 

b) Demostremos que la sucesión {z, } no es infinita. En realidad, 
en el intervalo (—2, 2) se encuentran, evidentemente, todos los tér- 
minos де la sucesión con números impares y, por consiguiente, en 
este intervalo se halla una cantidad infinitamente grande de tér- 
minos de la sucesión {т„}. De aquí se deduce que {т„} no es infi- 
nita. 

4. Sean {zn} una sucesión convergente e (y,} otra infinita. De- 
mostrar que la sucesión (n + ya} también es infinita. 

А Demostremos que la sucesión {т„ + yn} satisface la defini 
ción de sucesión infinita, es decir, VA > 0 3N tal que Vn > 
| Zn + ул | > А. Puesto que Ga) converge, resulta que está acota- 
da, es decir, 3M > 0 tal que Yn se cumple la desigualdad 


lza |< M. (8) 


Prefijemos ahora un A > 0 arbitrario. Puesto que (yn) es infinita, 
para el número A + M AN tal que Vn > N tenemos 


lyn I>A +M. (4) 
De (3) y (4) obtenemos que Yn > N se cumple la desigualdad 
Га, + уа l> lyn 1 а 1>4+M-M=A, 
о que se trataba de demostrar. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


7. Se conoce que en cierto entorno de cero se encuentra: a) un 
número finito de términos de una sucesión; b) una cantidad infinita 
de términos de una sucesión. ¿Se puede deducir de aquí que en cada 
uno de estos casos la sucesión está acotada, o es infinitésima, o bien 
infinita? 

8. Se conoce que la sucesión (z,) converge y Ја {yn} es infi- 
nita. ¿Puede la sucesión {zn} a) convergir; b) divergir, pero ser 
acotada; с) ser infinita; d) ser infinitésima? Dense las respuestas 
a estas preguntas, recurriendo como ejemplos a las sucesiones {л}, 


P= БЕ F 


3t 


1 9. Cítense ejemplos de dos sucesiones {т„} e (yn) para las cuales 


Zn = Û, lím yn = co y su producto (ауп) es una suce- 


sión; a) convergente; b) divergente, pero acotada; с) infinitésima; 
4) infinita. 
10. Demúestrese que son infinitésimas las siguientes sucesio- 


mos: а) т=п (60): b) za = (— 090,999"; о) 2 = ir; 
d) zne PFT 8 

11. Demuéstrese que las siguientes sucesiones son infinitas: 
а) а= (5-0); №) z#=n(—1)"; с) a =2V% d) za 
= log, (logan) (n > 2). А 
sucesión infinita no está acotada. 


ón ((1 + (—1)”) n} no está aco- 
ш sin embargo no es infinita. 
‚ Demuéstreso que si lím za = +оо (oo), entonces la 


sucesión {zn} alcanza su cota inferior (superior) exacta, 
15. Hállese el término mínimo de la sucesión (2), si: а) 2, = 


= т —9п—100; b) z, =n, 


$ 3. Propiedades de las sucesiones convergentes 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 
Teorema 6. Sea límz,=a, lím у, =b. Entonces: 
no р 
a) lím (en + yp) =a +b; b) Шш (т) = ab; 


с) sib Æ 0, en tal caso, empezando por cierto número, queda defi- 
nida la sucesión (xnlyn) (es decir, IN Fal que Vas Ni Ya e 0) y 
lím (а) = alb. 


“Si lim z= lím yn=0,entonces lim (2nÍyn) se Ша 


ma indeterminación de forma 0/0. De manera análoga se definen las 
indeterminaciones de las formas 00/00, 0:00, оо — оо. Está claro 
que para tales cotas el teorema 6 es inaplicable. 

Teorema 7. St lim х, = а y empezando por cierto número х, > 


> ù (2, < b), entonces a >b (a < b). 
Teorema 8 (TEOREMA DE TRES SUCESIONES). Si lím х, = а, 


lim у, = а у empezando porcierto número, se cumplen las des- 
[су 
igualdades Zn < 2, < Yn, entonces Иш z, = a. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Dése la definición de sucesión convergente, 

2, Enúnciese en el lenguaje «e — N» la definición de sucesión diver- 
gente y dése la interpretación geométrica de esta definición. 

3. Enúnciense los teoremas 6—8. 

4. Supongamos que la sucesión {zn} converge, mientras que la 
ул} diverge. Demuéstrese que {zn Fyn} diverge, (сть) converge, 
(суп) diverge, cuando c0. Muéstrese aduciendo ejemplos que la 

sucesión {Yn } puede: a) convergir; b) divergir. 

5. Supongamos que la sucesión {Za + yn) converge. ¿Se puede dedu- 
cir de esto que {zn} e (yn) convergen? S 

еа 


lim 2,=а. 10) 


Demuéstrese que х, puede representarse en la forma 

Zn = a + an (жж) 
donde (a,) ез una sucesión infinitésima. Demuéstrese lo inverso: 
a partir de (жж) se deduce (+). 


‚ Demuéstrese el teorema 6. 
. Sea lím т„ = а, además Ма ғ, > Б. ¿Se desprenderá de esto 


so. 


que: 
а) a >b; b) а>? 


Hl. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Supongamos que lim у, = b 52 0 y la sucesión {zp} di- 
no 


verge. Demostrar que {т„у„} también diverge. 

Д Designemos =, = Zayn. Demostremos la divergencia de la 
sucesión {zn}, aplicando el método de reducción al absurdo. Supon- 
gamos que (z,) converge. Puesto que según el planteamiento 
lím yn = 52 0, según el teorema 6 la sucesión {т„/у„} = 
n 


= {zn} queda definida, empezando por cierto número, y converge, 
Pero esto contradice al planteamiento. Por consiguiente, (xn) di- 
verge. А 

2. Demostrar que la sucesión (sen п} diverge. 

A Demostrémoslo, aplicando el método de reducción al absurdo. 
Sea lím sen n = а. Entonces lím sen (r + 2) = a, de donde 


Mm (son (n + 2) —sen л) =0. (0 
ae 


Puesto que sen (л + 2) — sen п = 2 sen 1 cos (n + 1), tomando 
en consideración (1), obtenemos 


Иш cos(n41)=0. (2) 
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De la igualdad cos (л + 1) = cos п соз 1 — sen п sen 1 encontra- 


mos sen n = ср (cos п cos 1 — cos (л + 1)). De aquí, en virtud 
de (2), se дейш que lim sen п = 0. De esta manera obtenemos 
lím cosn = lím son п = 0, lo que contradice a la igualdad 


Los п + sentn = 4, Por consiguiente, {sen n} diverge. А 
з. Hallar los límites: 
F 5.3 
а) ai O Ма у. 
AAdvistamos que cada одо de estas бам de іза шаваа 
ción de forma оо/оо. Tenemos: 


в) lim = سا‎ =0, 


no ne np 


ya que {n +] es infinitamente grande; 


b) lim 2 lím A = (аут) + « 
Y Ут 


VE же 
9 m7 = lm e Ä 
ч ree elig) 


4. Encontrar el límite lím Уп пп). 
no. 
A Cabe advertir que este límite es una indeterminación de 
forma оо — оо. Tenemos 


Иа (Улп n) = lm RFR ҮШ” 


= йз —_—— 


es (уа) 


Упсозп 
5. Calcular = =й. * 
A La 72 {соз п) está acotada, mientras que la (5 FI 5} өз 


infinitésima, ya que 


Уп 
Лар T 1+4 Tim may” 


Do aquí según el teorema 4 se bie que el producto de estas 
sucesiones es infinitésima, es decir, lím ZZ =0. А 
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6. Hallar ol límite Иш tA... tne 
A Designemos Sp = 14 + 24304... + në. Busquemos Sn 
en forma de 
Sn = Ал* + Bn + Сп? + Dn? + En + Р. 
Entonces 
San — Sn = А а + 0) — nèl Bl + 1)#— л] + 
+C l(n + 1) — n°] + D Ца + A) па E (п + 1) — nl. 
De aquí para cualquier п natural tenemos 
(n + 1) = 5Ал* + (104 + 4B) л? + (104 + 6B + 8С) п? + 
+ (54 + 4B + 8C + 2D)n + A +B+C+D+E. 
Igualando los coeficientes en las expresiones con potencias iguales 
de л en los miembros primero y segundo de la igualdad, obtenemos 
54 
104 + 4B 
104 + 6B + 3C 
5А +48 + 3C + 2D 
A+B+C+D+E=1. 
De aquí A=4/5, A=1/2, C=1/3, D=0, E= —1/30. De osta 
manera, para todo z tenemos S= + End odon 


Poniendo n=1, odtendremos A A, de donde 
F=0. Por consiguiente, 


SaS AHAH... Hnt EHE, 

Así pues, ы 
1*+2*+3*+...-++л* 1 4 1 1 1 

ишп E цш (гз). А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 


16. a) Se conoce que la sucesión (2,) converge, mientras que 
{yn} diverge. ¿Podrá ser la sucesión {т„у„} convergente o bien dì- 
vergente? 

b) Es sabido que las sucesiones {z, } е (y) divergen. ¿Podrán las 
sucesiones {Zn + уһ), [ZnYa) ser convergentes o bien divergentes? 
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Dense las respuestas a estas preguntas, aprovechando a títu- 
lo de ejemplos las sucesiones Eo. {—1)”), {к} {n}, {—л), 
(93. 

17. Vienen dadas los sucesiones (EJ, (4) (MJ, 
lt) . Elíjanse entre estas sucesiones infinitésimas aquellas 


en las que: 
а) Jim (zayn) = 0; b) lim(za/yn)==1; c) lim (2,0) = оо; 


D {к n} givere, pero está acotada. 
So de: Jm zp = by оо, lím y,= co. Demuéstrese que: 


а) Um(7E9)=00 b) lim(z,/y))=0: с) Иш (alan) = 
= о [җе 0); d) lím sS, si b40. a 

i реши гаыа Иш (хт„/у„) = оо, si lím z, = b 0, 
Im O (0). T А 


20. Investígueso la convergencia de las sucesiones (en función de 
a B, y 
PEE i = Vmin 
1 Da тур» 
21, Hallense los límites: 
a) шш md; b) ит(Ёл+1—}л); 
ла 


no 


‹—2)"-+-3" 
9 lim jerga ° 


В 
22. Sea ra= У) тшт: Hay que calcular lim zp. 


Estimemos Zn superior e inferiormente: 
Şi Şi $4 
== E 
Aven A yam <È va 
n 
De esta manera tenemos TE <n <1. 


Puesto que 
1 = =1, 
3 УЕ шә + y 


según el teorema de tres sucesiones obtenemos lím z,=1. 
noo 
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Por otra parte, un término arbitrario en la expesión рага zp 
1 
К+ 

=0, entonces 


i 1 4 
а (утугу) 


es igual а 


k=1, 2, ..., п). Puesto que Иш —— 
Ы D Rtg E 


= 1 ... 
«LA mty 
1 
-+ lím ушт” 0+0+...+0=0._ 


Así, pues hemos obtenido que 1 = 0. Encuéntrese el error en los 
razonamientos aducidos, ¿Cuál de los dos resultados es cierto y cuál 
es erróneo y por qué? 

23. Calcúlense los límites: 

t2 

a) lim (+++ 

Py. NRE: KË 
+ » o ла ( гета т аа: чу): 


1 1 + 
a) Ш ( matado Rory )- 


у a (Pere 


$ 4. Ejemplos singulares 


1. Conceptos y fórmulas fundamentales 


Diremos que la sucesión infinita (z,) tiene un orden superior de 
crecimiento que la sucesión infinita (y), si {х„/у„} es infinitamente 
grande; además aprovecharemos la designación y, < zn. Este párra- 
lo se dedica a los cálculos de algunos límites, con los cuales во pueden 
comparar los órdenes de crecimiento de distintas sucesiones infini- 
tas. El hallazgo de semejantes límites se basa en el empleo del teo- 
rema 8 de tres sucesiones y de la fórmula del binomio de Newton: 


A o 4... 
0 Ў Сатон, 
— 
donde 


CE AN TAS oa 
ы кык. бий... е 


А 
HN = 

Do esta fórmula se obtiene la desigualdad 

(atop 0 aaa, @ 


зт 


que es válida para a y b positivos y cualquier número natural п. 

Los ejemplos y los problemas que examinaremos en el este pá- 
rrafo conducen a los siguientes resultados: 

logan & n® < a" < n! рага a >0, [а |> 1. (2) 


(La correlación logan < па es válida para а >> 0, pero en los 
ejers. 24 y 25 se propone demostrarla sólo para « > 1.) 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Enúnciese el teorema de tres sucesiones. 

2, Escríbanse los primeros cuatro términos de la fórmula del bino- 
mio de Newton para el desarrollo (1 + а)". na 
8. та o siguientes sucesiones infinitas: {n!}, {logn}, (V7), 

. {n5}. 
Жы a las correlaciones (2), indíquese para cada dos 


de estas sucesiones cuál de ellas tiene orden superior de creci- 
miento, 


Ш. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Demostrar que lím 22 =0, cuando a>0, ja] >1. 
A De la definición dada para el límite de una sucesión se 
deduce que, si lím |и,[ =0. también Иш u,=0. Por eso es su- 


ficiente demostrar que Нш 19,0, ê w= са . Repre- 
sentemos ш, en forma de 

n = (pr) 
Examinemos la sucesión 2, == БЕ у demostremos que Иш „= 
=0, Entonces partiendo del resultado del ejemplo 5 еп $1 so 
deducirá que lim w,=0. Puesto que а> 0, fa] >> 1, obtenemos 


naso 
que 38> 0 tal que |а|!/#®—=4-Ер. Aplicando la desigualdad (1) 
al binomio (1 -- В)" obtendremos. 


(ajta = (1 +8)" > 200 ре үп > 2. 
Do aquí se desprende que 
ы 2 
= <y >? 


Pongamos =, =0 Vn e n= rT Vn>2. Las sucesiones (zp), 
{2n}, (Un) satisfacen las condiciones del teorema de tres sucesio- 


Za 


38. 


nes, puesto que =, < 2, < yn y Иш x,=0, lím y,=0. Por con- 
meo һә 
siguiente, lím 2, =0, lo que se trataba de demostrar. 
po» 
De esta manera se puede escribir 
пе « а", cuando «>0, [aj >1. A 


а М 
2. Demostrar que ж 3T=0, siendo Ja] >1. 


A Examinemos la sucesión 2, = 2 y demostremos que 


lím z,=0. Sea Е un número natural tal que k> |а| y sea n> 


>> 2k. Representemos ғ, en forma del producto de п factores; 
лај" jel افا‎ , lal 
ж HT, 


пі E 2. 


=de lel... 
1 2 


Puesto que k> |а|, la fracción لل‎ y todas las fracciones que la 
siguen, no son mayores que 1/2. Por eso obtenemos la estimación 
aj” 


ар ) E (7).‏ ل 


Puesto que 2, >0 у lím (2/a))9+(3)"=0, según el teorema de 
эзш 
tres sucesiones lím 2, =0. De aquí se deduce que Нш & =0, es 
Ко e 


decir, la sucesión {л!} tiene un orden superior de crecimiento con 
respecto а la sucesión (a”), cuando |a| >1. Así, pues, а" nl, 
cuando |а|>1. А 

3. Demostrar que тл =1. 


A Cuando n>2, el número п es mayor que 1. Рог eso 
Уп > 2 Зр, >0 tal que 


Va=1+Bn- (3) 


De la igualdad (3) se deduce que п = (1 + fr)". Aplicando al se- 
gundo miembro de la última igualdad la desigualdad (1), obtenemos 


n=(1 +B)" > 20D pa, 


De aquí encontramos que f, < И 2 Vr > 2. Do las desigual- 


n—1 
dades 0<f, < Y Êy y de la correlación lim у — = 
=0 según el teorema de tres sucesiones se deduce que lim В, = 


2 


nT 


=0. De la igualdad (3) ahora tenemos lím Уп-=1. А 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 


24. Utilizando la definición del límite de una sucesión y el 
resultado del ejemplo 3, demuéstrese que lím E =0, cuando 
a>l. > 

25. Demuéstreso que lfm 2% =0, cuando a> 1, a>1. 

26. Demuéstrese que” las sucesiones dadas son infinitésimas: 
а) me IS 

27. Aprovechando el resultado del ejemplo 2, demuéstrese que 


En Ж 
mint dd 
$ 5. Sucesiones monótonas 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


La sucesión {zn} se Пата no creciente (no decreciente), si 
Уп „+ S Lp (Inti > Tn). 

Las sucesiones no crecientes y no decrecientes se llaman sucesio- 
nes топбіопаѕ. 

La sucesión {x} se llama creciente (decreciente), si Yn Zn+1 > 
> Fn (20+ < Tn). + 

Las sucesiones crecientes y decrecientes se llaman también estric- 
tamente monótonas. 

Cabe señalar que la sucesión monótona siempre está acotada al 
menos por un lado: la sucesión no creciente está acotada superior- 
mente y la no decreciente, inferiormente por su primer término. En 
caso de que la sucesión monótona esté acotada por ambos lados, ésta 
converge, es decir, tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 9. Una sucesión monótona aco converge. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Enúnoiense: a) la definición de sucesión monótona; b) el criterio 
de convergencia de la sucesión monótona. 

2. ¿Será el acotamiento de una sucesión la condición necesaria y 
suficiente para la convergencia: a) de una sucesión monótona; 
b) de una sucesión arbitraria? 


Ill. Ejemplo de resolución de un problema 


Hallar el límite де una sucesión (z,) que se determina por la 
relación recurrente: 
тү es un número arbitrario que satisface Ја desigualdad 0 < 
<a <l; 
Enti = Za (2— хь) п > 1. (1) 
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A Demostremos al principio que la sucesión {zn} está acotada, a 
saber: valiéndonos del método de inducción matemática, demostre- 
mos que Ул son válidas las desigualdades * 

0<sn <1. (2) 
Para т, las desigualdades (2) se cumplen según el planteamiento. Su- 
pongamos que las desigualdades (2) tienen lugar para el número n 
y demostremos que entonces serán válidas para el número п + 1. 
Escribamos la expresión (1) en forma de 


жаы = 1 — (1 — zn). 


De las desigualdades (2) se deduce que 0 < (1 — zn}? < 1, рог eso 
ана 4. Con esto quedan demostradas Мп las desigualda- 


Demostremos ahora que la sucesión {т„} es creciente. Puesto que 
Z, < 1, resulta que 2 — z, > 1. Al dividir la igualdad (1) por Zn, 
obtendremos 
Fal, = 2—2, >1. 


De aquí se deduce que 2, +: >, Vr. Así, pues, la sucesión (xn) es 
monótona y acotada. Por consiguiente, según el teorema 9 existe 
cierto Ит zp, que designaremos con a. Para encontrar а pasemos 


al limite en la fórmula recurrente (1). Obtenáremos 


lím 2а = lm z,-lím (2—2,), о a=a (20). 
Ee ке = 


De aquí а = 0 б a = 1; puesto que z, > 0 y la sucesión {zp} es 
creciente, a = 1. А 
IV. Problemas y ejerciclos 
para el trabajo independiente 
28. Demuéstrese la convergencia de la sucesión {zn}, donde 
n 


і 
a= 3-5. 
29." Demuéstreso la convergencia у calcúleso el limite 
de la sucesión (tn), si z= Va, z= Y a+Vz, ч 


=y a+ Var... + Va (еп total п raíces), ..., donde a>0. 


30. Demuéstrese la convergencia y calcúlese el límite de una 
sucesión {zn}, si ésta se determina por la relación recurrente: 

а) а= а, лу =b, ab, zn = (Zn + т„)/2Үп > 3; 

b) ту es ип número arbitrario positivo, 


n= (n+ =) уп ;>1, a>0; 


. 2. = 


4 


с) z, es un número arbitrario negativo, 
аа (t E) ор, 2>0. 
31. Demuéstrese que la sucesión monótona no acotada es in- 


finita. 
32. Demuéstrese la existencia del límite lím (14---)". 
—= 


$ 6. Puntos límites 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


Sea {zn} cierta sucesión numérica. Examinemos una sucesión 
arbitraria creciente de enteros positivos Kj, key...) Kns... - 
Şefalemos que ka > п. Elijamos de (zn) los términos con números 


A O 


Ry Ry o Жы е 


La sucesión numérica obtenida {ту} se llama subsucesión de la suce- 
sión {zn}. 

Teorema 10. Si lím =, = a, toda subsucesión {£an} converge 

no 
hacia a, cuando n —» оо. 

Teorema 11 (TEOREMA DE BOLZANO—WEIERSTRASS) De toda sucesión 
acotada se puede “eztraer una subsucesión convergente. 

DEFINICIÓN f. El número a se llama punto límite (o límite 
parcial) de la sucesión {zn}, si de la sucesión (x,) se puede extraer la 
subsucesión {ту} que converge hacia а. 

Se puede dar otra definición equivalente del punto límite. 

DEFINICIÓN 2. El número a se llama punto límite de la sucesión 
{tn}, si todo entorno e del punto a contiene una cantidad infinitamen- 
de grande de términos de la sucesión {tn}. 

OBSERVACION 1. Del teorema 10 se deduce que una sucesión con- 
vergente tiene sólo-un punto límite que coincide con su límite. 

OBSERVACIÓN 2. Del teorema 11 se desprende que toda sucesión 
acotada tiene por Іо menos un punto límite. 

El punto límite máximo (mínimo) de la sucesión (z,) acotada 
superiormente (inferiormente) se llama límite superior (inferior) de 
esta sucesión y se designa con Tim а, ( lim sn). 

neg a 
Es evidente que si {zn} converge, entonces lim zx, = lím z, = 


= limsa. Si la sucesión {z} no está acotada superiormente 


dinferiormente), se supone que Im z, =-+00 ( lim == ә). 
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Il. Preguntas y tareas de control 


1. Enúnciense las definiciones: 1) de la sucesión; b) del punto límite 
(dense dos definiciones y demuéstrese su equivalencia); с) del lí- 
mite superior (inferior) de la sucesión. 

2, Dése la interpretación geométrica de la definición del punto lí- 
mite. 

3. ¿El límite de una sucesión será su punto límite? Arguméntese la 
respuesta, 

4. Se dan las sucesiones: {п ((—1)" + 4)}, {л}, {(—1)* + 4). Indi- 
quese, cuál de, éstas: a) tiene punto límite; b) no tiene punto lí- 
mite; c) tiene dos puntos límites; d) tiene sólo un punto límite. 
¿Habrá entre estas sucesiones alguna convergente? 

5. Demuéstrese que una sucesión convergente tiene sólo un punto lí- 
mite que coincide con su límito. ¿Será cierta la afirmación inversa: 
«Si la sucesión tiene sólo un punto límite, entonces ésta converge»? 

6. So da una sucesión (xn). Se conoce que cualquier entorno del 
punto a contiene una cantidad infinitamente grande de términos 
de la sucesión y ningún segmento, al que no pertenece el punto a, no 
contiene dicha cantidad de términos de la sucesión. ¿Se deduce de 
aquí que lim Zz, = a? 


7. Sea lím тї = 4. ¿Será la sucesión {zn}: a) convergente (si la 


р 
respuesta es afirmativa, а qué será igual sú límite); Ъ) divergente? 

. Enúnciese el teorema de Bolzano — Weierstrass. 

|. ¿Será cierta la afirmación: «Si una sucesión no está acotada, de 
ella se puede extraer una subsucesión convergente»? 


оф 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Demostrar la divergencia de la sucesión z, = (—1)". 
A Examinemos dos subsucesiones de esta sucesión za, = 1 y 
Za = —1 (k=4, 2,...). Es evidente que lím za =f, 
эө 


lím Lara = —Á 

De esta manera la sucesión {(—1)") tiene dos puntos límites: 1 y 
—1 y por eso no puede ser convergente, puesto que la sucesión con- 
vergente tiene sólo un punto límite. 4 

2. Hallar: a) todos los puntos límites de la sucesión (sen n°}; 
b) los límites superior e inferior de esta sucesión. 

A a) Cada uno de los números 0, sen 1°, +sen2,..., 
+ « +) sen 89°, +1 se encuentra en la sucesión una cantidad infi- 
nitamente grande de veces, puesto que Ул, р € N sen n° = 
= sen (360°p + n°). Por eso cada número indicado es el punto límite 
de la sucesión (sen n°}. La sucesión no tiene otros puntos límites, ya 
que, si el número a no coincide con ninguno de estos 181 números, 
на entorno del punto а que no contiene término alguno de la 
sucesión. 
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b) De entre los 181 puntos límites indicados en el р. a) el míni- 


то es —1 y el máximo, 1, es decir, Тїп зеп л? = 1, límsen п? = 
на =з 


А 

3. Encontrar: a) todos los puntos límites de la sucesión O, 1, 1/2, 
4/3, 2/3, 4/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1/6, . . .; b) los límites superior 
e inferior de esta sucesión. 

A a) La sucesión dad: fr es el conjunto de todos los números 
racionales del segmento [0, 4), dispuestos en el orden indicado. 
Puesto que todo entorno e de cualquier número real en el segmento 
10, 1] contiene una cantidad infinitamente grande de números racio- 
nales (véase el ejer. 5 en el cap. 1), cada punto de este segmento es 
el punto límite de la sucesión dada. Pero si el punto a ¢ (0, fl, 
aquél no será el punto límite de la sucesión dada, puesto que para 
semejante punto existe un entorno que no contiene ningún término 
de la sucesión. 


b) Es evidente que lím z, 


0, Tm 


A 


4. Demostrar que la sucesión infinita (z,) no tiene punto límite. 

A Hagamos la demostración, aplicando el método de reducción 

al absurdo. Supongamos que cierto punto a es un punto límite de 

la sucesión (xn). Entonces existe una subsucesión {ту} tal que 

lím za, = а. Por otra parte {ту} no tiene límite, puesto que es 
nae 

infinita. En efecto, ya que {zn} es infinita, VA >0 IN: Yn > 

> М |х, |> А. De aquí, por cuanto que kn > п y Kn+1 > kn, se 

deduce que УЕ, > N: | za, |> А, es decir, {ху} es infinita. La 

contradicción obtenida demuestra que {т„} no tiene punto límite. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


33. Demuéstrese que: 

a) de toda sucesión no acotada se puede extraer una subsucesión 
infinita; 

Ъ) toda subsucesión de una sucesión infinita también es infinita; 

с) una sucesión monótona no acotada no tiene punto límite; 

4) еп cada sucesión acotada existen los límites superior e inferior. 

134. Se conoce que las sucesiones {zn} e (yn) tienen cada una un 
punto límite. Muéstrese aduciendo ejemplos que las sucesiones 
{х„ + Jn} y {а} pueden; no tener puntos límites; tener un 
punto límite; tener dos puntos límites. 

35. Hállense todos los puntos límites de la sucesión {zn}, así 
como Tim Zm Иш zp si: 

no ята 


a) a= (1 (2-6 +): b) et os: 


©) z, =1 + 2(— 1) 3(— 1)07; d) „= 


2an 
cos 5° 
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ө а, = пава: AAA 


8) m=(1+4)"(—4)"+5en 22; h) а, re E; 
i) a, = VIF; h) e = сов" =; 

D) z= (—1)"n. 

36. Investígueso la convergencia de la sucesión 


A A 


$ 7. Sucesiones fundamentales. 
Criterio de Cauchy de convergencia de una sucesión 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


DEFINICIÓN +. Una sucesión (xn) se Пата fundamental, si Ve > 0 
AN tal дие Vn > N y У número natural р se cumple la desigualdad 
Га, — En+p | < e. 

Esta delinicion es equivalente a la siguiente. 

DEFINICION 2. Una sucesión (z,) se llama fundamental, si Ме > 0 
3N tal que Мп >> № у Мт >> N se cumple la desigualdad |z, — 
— Li |< e. 

La interpretación geométrica de estas definiciones consiste en lo 
siguiente: зі una sucesión {z,} es fundamental, entonces Ve >0 3N 
tal que la distancia entre dos términos cualesquiera de la sucesión 
con números mayores que N, es menor de e. 

Teorema 12 (CRITERIO DE CAUCHY DE CONVERGENCIA DE UNA SUCE- 
SIÓN), Para que una sucesión converja, es necesario y Suficiente que 
ésta sea fundamental. 


Il. Preguntas y tareas de control 


. Enúnciense las definiciones: 
a) de sucesión fundamental (dense las dos definiciones y de- 
muéstrese su equivalencia); 
b) de sucesión no fundamental (utilizando la regla de cons- 
trucción de las negaciones). 
Dése la interpretación geométrica de estas definiciones. 

2. Enúnciese el criterio de Cauchy de convergencia de una sucesión. 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Valiéndose del criterio de Cauchy, demostrar la convergencia 
3 


de la sucesión (z,), donde #, = Ў) HE, 


А1 
A En virtud del criterio de Cauchy es suficiente demostrar que 
la sucesión (z,) es fundamental. Para esto estimemos |=, — 
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— £n+p |. Tenemos 
E Ya 
аа] = | 2 а < 2 =. 
Rent! kanti 


1 1 1 1 
Puesto que 7 iy ш = шш у obtenemos 


ntp 


1 і 4 1 
FTF КЕ FFF < 
= 
f 1 1 1 1 1 
< +1) (+ зт) + “ +: “TF 7) = 
1 1 1 
CE жы 


Por eso, Уп, р Є N tenemos 
{хь —£n+p 1< ln. 1) 


Prefijemos un е >> 0 arbitrario y pongamos N = [1/e]. Entonces 
Уп > М se cumple la desigualdad n > l1/e] + 1 > 1/e, de donde 
1/n < e. Por consiguiente, Ул > N y Y número natural р, haciendo 
uso de la desigualdad (1), obtenemos |2,—Ta+p | < 1/n< e. 
Esto demuestra el carácter fundamental de la sucesión {zn}. А 
2. Utilizando el criterio de Cauchy, demostrar la divergencia 
a 


de la sucesión (z,), donde z, = J; Ба 29 


=t 

AEn virtud del criterio de Cauchy es suficiente demostrar que 
la sucesión {Zn} no es fundamental. Para esto estimemos | х. — 
— En+p |. Tenemos 


ni» 
lenan D 2 > Үп. PEN. 
qn к=п! УТ Vate 


En particular, para p = n obtenemos 
а > YÊ > çr. B 


Tomemos e = 1/V 2. Entonces YN 3 tales л > N y el número natu- 
ral р, que | Za — т„+у | > e. En efecto, on virtud de la desigual- 
dad (2) es suficiente tomar cualquier n > N y p = n, Esto demuestra 
que la sucesión (z,) по es fundamental. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


37. Empleando el criterio de Cauchy, demuéstrese la convergen- 


cia de la sucesión {zp}, si: 
б n 


А 
1 (kl) k 
a) а= D ri D) 2-2 E ро == a 


hat 

а) =D ad, donde Jg[<1 y lal < M Vk, M>0. 

38. Aprovechando el criterio de Cauchy, demuéstrese que si la 
sucesión z= У) a, converge, entonces lim a, =0. 

39. Recurriendo al criterio de Cauchy, demuéstrese la divergen- 
cia de la sucesión (2), si: 


a) а= LAY. 
hai 


к=! 


Capítulo ill 
Límite de una función. 
Continuidad de una función 
$ 1. Límite de una función. 


Teoremas sobre los 
Funciones infi 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


4. Límite de función en un punto. Sea z una magnitud numérica 
variable y X, el campo de su variación. Si а cada número z € X 
está puesto en correspondencia cierto número y, se dice que en el 
conjunto X queda definida una función y se escribe у = f (х). La 
magnitud z se llama variable independiente (o argumento de la fun- 
ción), el conjunto X, el campo de definición о de existencia de la fun- 
ción f (2) y el número y que corresponde al valor dado de argumento 
2, valor particular de la función en el punto т. La reunión Y de todos 
los valores particulares de función se llama conjunto de valores de la 
función f (2). 

El punto a (a € X оа ¢ X) se llama punto límite del conjunto X, 
si Ор entorno del punto а contiene puntos del conjunto X distin- 
tos de a. 
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En las definiciones de este párrafo se supone que a es el punto 
límite del conjunto X, o sea, del campo de definición de la función 
(2). 


DEFINICION 1 (SEGON CAUCHY). El número b se Пата límite de la 
función j (х) en el punto a (cuando z — а), si Ve >> 0 36 >0 tal 
que Vz, que satisfaga las condiciones de = € X, 0 < |z —a |< ô, 
se cumple la desigualdad | f (z) —b | < e. 

DEFINICIÓN 2 (SEGÚN HEINE). El número b se Пата limite de la 
función f (z) en el punto a, si para toda sucesión {zn} convergente hacia 
a, tal que 2, ЄХ, Za ҷа, la correspondiente sucesión de valores de 
la función {j (zn)} converge hacia b. 

La notación es: lím f (z) = b o f (2) >b cuando z — a. 


za 
Subrayemos que el concepto de límite de una función en el punto 
а se introduce sólo para los puntos límites a del campo de defini- 
ción de aquélla. Cabe señalar además, que la función puede no estar 
determinada еп el punto a, o sea, hablando en general, а@Х. 
Enunciemos las negaciones de las definiciones 1 y 2. 
NEGACIÓN DE LA DEFINICIÓN 1. El número b по es el límite de la 
función f (z) en el punto a [b= lim f (z)l, si 3e >0 tal que 


Vê > 03z € X, para el cual 0 < |2 Са) < бу |f (@)—b |> e 
NEOACIÓN DE LA DEFINICION 2. El número b+ lim f (z), si existo 
s 


la sucesión {т„} (=, € X, Zn 5 а) convergente hacia а tal que 
la sucesión correspondiente {f (т„)} no converge hacia b. 

2. Teoremas sobre los límites 

Teorema 1. Las definiciones 1 y 2 del límite de la función son equi- 
valentes. 

Teorema 2. Sean f (т) y g (2) definidas en cierto entorno del pun- 
to a, a la posible excepción del propio punto a, y lim } (2) =b, 

pe 


lim g (z) = e. Entonces: 


im (+e 0) =; 

Иш (1()—8 (5) 2—0 

lim (2) а (2) = be; 

lim 19.5, siempre que c0. 


Teorema 3. Supongamos дие las funciones ў (х), g (z) y h (х) están 
definidas en cierto entorno del punto a, a la posible ezcepción del pro- 
pio punto a, y satisfacen las desigualdades f ©) < £ (£) <h (2). Sea 

lím f(x) = lim A(z) = b. Entonces Иш g(z)=b. 
хее ж-а za 
3. Límites unilaterales 

DEFINICION 1 (SEGUN CAUCHY). El número b se llama límite a la 

derecha (a la izquierda) de la función f (=) en el punto a, si Ve > 0 
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36 > 0 tal que Vz, que satisfaga las condiciones de z € X, a < 2 < 
e (2—8 <= < а), se cumple la desigualdad | f (х) — 
—=b|<e 

DEFINICION 2 (SEGÚN HEINE). El -número b se llama límite a la de- 
recha (a la izquierda) de la función ў (2) en el punto a, si para toda 
sucesión {2n} convergente hacia a, tal que zn EX, тъ > û (zn < а), 
la correspondiente sucesión de valores de la función {f (х„)] converge 
hacia b. 


Las notaciones son: lim f(2)=5b0/(44+0)=b (respec- 
арен 
tivamente lím /(ф= В о/а—б)= b). 


Las definiciones 1 y 2 son equivalentes. 

Teorema 4. Si ezisten f (a + 0) y f (a — 0), con la particulari- 
dad de que f (а +0) = f (а — 0) = b, entonces existe también el 
lím f (2) = b. 
aa 


Teorema 5. Si la función f (z) está determinada en cierto entorno 
del punto a, a la posible excepción del propio punto а, y existe el 
lím f(z) = b, también ezisten f (a + 0) y j (а — 0), siendo ade- 
5 
más f (a + 0) = f (a — 0) =b. 
4. Límite de una función, cuando х — co. Supongamos que la fun- 
ción f (х) está determinada en una semirrecta (c, +00). 
DEFINICIÓN 1 (SEGÓN CAUCHY). El número b se llama límite de la 
función f (z) cuando z—> +o [b = lím f(2)), si Ve >034 > 


> 0 (А > c) tal que Vz > A se cumple la desigualdad | f (д) — b | < 
<=. 
DEFINICION 2 (SEGON HEINE). El número b = Иш f(z), si para 


+» 
toda sucesión infinita {zn} (=, > с) la correspondiente sucesión de va- 
lores de la función {f (т „)} converge hacia b. 
Las definiciones 1 y 2 son equivalentes. 
Do manera análoga se define lím f(z), Si lím f(z) = 
gm aoe 


= lím /(z)=b, entonces se escribe lím f(z)=b. Por ejemplo, 
+0 pr 

lím (1/2) =0. 

«ти 


Para los límites unilaterales (о simplemente laterales) y los lí- 
mites cuando = — оо, es válida el teorema análogo al teorema 2. 
5. Funciones infinitas 
DEPINICION 1, La función f (2) se Пата infinita (infinitamente 
grande) en el punto а por la derecha, si YM > 0 36 > 0 tal que Vz, 
que satisfaga la condición de т € X, a < z < a + 6, se cumple la 
desigualdad 
176)1> м. (4) 


La notación es: lím f(z) = co o f (а + 0) = оо. Subraye- 
suero 
mos que esta inscripción significa sólo que f (z) es infinitamente gran- 
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de en el punto a por la derecha, pero de ningún modo significa que 
f (z) tiene en el punto a el límite a la derecha: es evidente que este 
límite no existe. 

Si en la definición 1 en vez de la desigualdad (1) se cumple la 
desigualdad / (2) > М (f (z) < —M), se dice que la función / (2) 
es infinita de signo más (menos) en el punto a por la derecha y se 
escribe lím 7 (2) = +o о f(a + 0) = +00 (respectivamente 


a0+0 
lím /(z) = —e o j (а +0) = —оо). 


sra 
En forma análoga se define la función infinita en el punto a por 
la izquierda. 
Si la función es infinita en el punto а por la derecha y por la 
izquierda, so escribe lim 4 (z) = оо. Por ejemplo, lim (1/2) ==00. 


so «0 

DEFINICIÓN 2. La función f (х) se llama infinita en el punto a por 
la derecha (izquierda), si para toda sucesión convergente hacia a (Zn) 
tal que xy € X, 2n >a (х, < а), la correspondiente sucesión {f (tn)} 
es infinita, 

Las definiciones 1 y 2 son equivalentes, 

Supongamos que la función f (т) está definida en la semirrecta 
(с, +00). д 
єл Ж з. La función f (х) recibe el nombre de infinita cuando 
z= +оо, si VM > 0 ЗА (А >c) tal que Yz > А: |} (х) |> М. 

DEFINICIÓN 4. La función f (т) se Пата infinita cuando z — -+ 00, 
st para toda sucesión infinita {т „} (£a >c) la sucesión correspondiente 
{7 (en) es infinitamente grande. 

La notación es: lím f(z) = оо. 

¿ho 
Las definiciones 3 y 4 son equivalentes. 


De manera análoga se introduce el concepto de función infinita 
cuando z —оо: Jim f(z) = co, Si la función f (2) es infinita, 


cuando т + +00 y cuando z+ —оо, se escribe lím j (z) = ©. 
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Por ejemplo, lím = = оо. 


Il. Preguntas y tareas de control 


4. Enúnciense las dos definiciones de límite de una función en un 
р. ¿Qué significa la equivalencia de estas definiciones? 

2. Utilizando la definición dada para el límite de una función 
según Heine, demuéstrese la unicidad de límite de Ja función 
en un punto. 

3. Demuéstrese que Vz, lím = = zp, empleando la definición 

axe 

dada para el límite de una función: a) según Cauchy, b) según 
Heine. Ñ 

4. Se da la función / (2) =! . ¿Está definida о no la función f (2) 


en el punto z = 0? ¿El punto z = 0 será el punto límite del 
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campo de definición de la función? ¿Existe o по lím / (z)? 


5. Enúnciense las negaciones de las dos definiciones дайа para el 
límite de una función en un punto. 

6. Enúnciense los teoremas 2 y 3 sobre los límites de las funciones. 

7. Enúnciense las dos definiciones para los límites unilaterales de 
las funciones y las negaciones de estas defi 


8. ¿Existen о по 7 (34-0) y f(3—0), si f (2) = 
по йш f(z)? 


9. ¿Bajo qué condiciones, partiendo de la existencia de los límites 
laterales (límite de una función), se deduce la existencia del 
límite de una función (de los límites laterales)? 

10. Enúnciense las dos definiciones del límite de una función, 
cuando х + +00, y las negaciones de estas definiciones. 
41. Demúestrese que la función f (z) = т no tiene límite, cuando 
1>-+00. 
12. Demuéstrese que Ит = = +o. 
хее 


13. Enúnciense las definiciones según Heine y según Cauchy que 
corresponden а las motaciones simbólicas siguientes: 
a) lím f()=03b)f(0+0)=—0 с) lim / ()= 


=b; ûj Jim f( = oo; e) lim f(a) = Fo 


14. Demuéstrese que la función у (2) = 1/(z — 3) es infinita en el 
punto z = 3. 


Ill. Ejemplos de resblución de problemas 
1. Demostrar que Иш sen z = 0. 
1 


Р 
A Aprovechemos la desigualdad | зеп z | < | х | Vz. Prefijemos 
un e>0 arbitrario y hagamos ô= е. Entonces, зі |= |< $, 
[зед х |< |z |< 8 = e. Precisamente esto significa (conforme а 
la definición del límite de una función según Cauchy), que 
Иш senz=0. А 
1] 


2. Calcular lím f(z), donde 7 (0) ==. 
A Puesto que lim (*—1) =0 y im (є — 1) = 0, obte- 


nemos que este límite es una indeterminación de forma 0/0 y no po- 
demos utilizar el teorema 2 del límite del cociente de dos funciones. 
Hagamos uso del hecho de que al analizar el límite de una función 
en el punto z = Í su argumento no toma el valor igual a 1, Por eso 
т te= lím (к + 1) ya que f (z) = 2 241, 


si т 3 1. Supongamos que (za) es una sucesión arbitraria que con- 
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verge hacia 1 (zn + 1); entonces lím (z, + 1) = 2. Esto signi- 


fica (conforme a la definición del límite de una función según Heine) 
que Ша (210) = lm/()=2 А 
le po 


3. Calcular el límite lim 302—2, 
же 


A Este límite, lo mismo que en el ejemplo 2, es una indetermi- 
nación de forma 0/0. Sin embargo, a diferencia del ejemplo 2, aquí 
es imposible directamente dividir el numerador y el denominador 
de la fracción por х — 1. Por eso transformemos previamente la 
función, multiplicando el numerador y el denominador por 
(ҮЗ F z + 2,) o sea, la expresión conjugada del numerador. Obten- 
dremos 

vsz- z—i 


TA VIA" 


Puesto que al analizar el límite dado el argumento т no toma el va- 
lor de z = 1, entonces, simplificando por z — 1, obtenemos 


УЗ+х—2 4 1 
и = =—=+. 
=i == lin via 7: А 


4. Demostrar que la función de Dirichlet 
O, si х es un número irracional; 


DW)=11, si = es un número racional, 
по tiene límite en ninguno de los puntos. 

A Demostremos que en un punto arbitrario а la función D (х) 
по satisface la definición del límite de una función según Heine. 
Para esto elijamos dos sucesiones (z,) y {2;) que convergen hacia а 
y son tales, que lim D (z,) == lím D (25). Primero examinemos 


la sucesión tn) de puntos racionales que converge hacia а. Para 
ella D (zn) = 1 Үп y por eso lím D (zn) = 1. Ahora analicemos 
k 


la sucesión (25) de puntos irracionales que converge hacia a. Para 
ella D (25) =0 Vr y por eso lim D (z4) = 0. Así, pues, 


lím D (z,)# Иш D (z4). De aquí se deduce que no existe 


тз nae 
límite de la función D (z) en el punto a. А 
5. Examinemos el conjunto de todos los números irracionales 
del intervalo (—1, 1). Designémoslo con 7,. Determinemos en el 
conjunto T, la función f (z): f (2) = 1, si = Є I,. Demostrar que 
lím ў (2) = 1, donde a es un punto arbitrario del segmento [—1,‚ 1] 


{rational о irracional). 
A Sea a € 1—1, 1]. El punto a es el punto límite del conjunto 
I, (véase ol ejer. 5 on el cap. І). Recurramos a la definición del lími- 
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te de una función según Heine. Sea {т„} una sucesión arbitraria de 
puntos del conjunto /, que converge al punto a Cn Æ а). Según el 
planteamiento f (zn) = 1 Мх, Є/,. Por eso Ишт f(2,)=1 y, 
neo 
por consiguiente, lím f (z) = 1. A 
ж-а, 

6. Demostrar que la función sen z no tiene límite, cuando z + 
> +оо. 

A Demostremos que esta función no satisface la definición se- 
gún Heine del límite de una función cuando = > +00. Para esto 
indiguemos tal sucesión infinita {т„} que la sucesión (son zp} di- 


verja. Hagamos =, = % (2n + 1). Entonces lím 2, = -+00 y la 
sucesión (sen zy} = —f, f, —4, 1, . . . diverge. De aqui so дейш 


que la función sen z no tiene límite cuando z => +оо. 
7. Sea 


E, ps, 
te= (e, para z>0 
(f(z) no está definida cuando z = 0). ¿Existe o по lím f (z)? 


A Calculemos en el punto z = 0 los límites laterales de la fun- 
ción f (z), utilizando el teorema 5 para las funciones у = sen z e 
y=z en el punto a = 0: 


f(a+0)= lim senz=lím senz=0; 
=-0+0 =-0 
f(a—0)= lim z=lím 2=0. 
0-0 «0 
De aquí de acuerdo con el teorema 4 se deduce que existe 
tm f(z) y éste es igual a cero. А 


"а. Calcular lím f(z), dondo f(z) = 


A Este límite e “ina indeterminación del tipo оо/оо, puesto que 
el numerador y el denominador son funciones infinitas cuando z —+ оо. 
Representemos f (т) en la forma de 


1= (0). 


Puesto que lím (1/2?)=0, utilizando el teorema 2 (рага z— оо), 
obtenemos ~” 


10023 +4 
ий. 


Шаа (0008) р 
Ша 70) = 1 Ta TFET 1 =100. А 


Los ejemplos 2 y 8 permiten enunciar las reglas generales para 
calcular los límites de las formas Иш А (2) y Иш R(2). 


Aquí А (z) es una función racional (facción racional), es decir, 
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В (a) = Р, (2/0, (2), donde Р, (z) y Qm (2) son polinomios de 
grados n y m, respectivamente. 


Si lím (2) = 0„ (а) 0, entonces lím R(2)= Hi y 

Si lím 0 (2) =0 y lím Р, (z) 0, entonces Иш R (¥) = оо. 

si Па On(a)=lim Paz) = 0, entonces Р, (2) = (= — a) х 
ХРА), 0ш) = (2—0) 0h -1 (2) y 


lím R(z)=lím 
xa ж-а 


ә" 

Para calcular Иш А (z) hay que dividir el numerador y el deno- 
nos 

minador de la función R (z) por z" y luego calcular el límite de la 

función obtenida, teniendo en cuenta que lím 909. =>», 


donde Б, es el coeficiente de 2" del polinomio Ọm (2). 
9. Sea Ит (2) = 0, lim (т) = оо. Demostrar que 
= >. 
lim (f (z) + (2) = +00. 
A Demostremos que la función f (z) + g (z) satisface Ја defi- 
nición de función infinita con signo «más» en el punto a, es decir, 
VM >0 38 >0 tal que Vz, que satisface la condición de 0 < 


< |х—а|< 6, se cumple la desigualdad f (=) + g (1) > М. 
Puesto que lim f(x) = b, existe un entorno б, del punto a, en 


el cual (para z + а) 

Пле) 1< С, (2) 
donde С es cierto número positivo (demuéstrelo por sí mismo). De- 
signemos un М >> 0 arbitrario. Puesto que lím g (х) = --оо. Pa- 

ж-а 
ra el número M + С 36 > 0 (ô < 8,) tal que Vz, que satisfaga la 
condición de 0 <|z—a]<5, se cumple la desigualdad 
(шй > М +С. 6 


De las desigualdades (2) y (3) obtenemos que рага0 < |= — a | < 
<8 < 6, es válida la desigualdad 


1б) + в(@ >е#(@—1/@1>мМм+сС—С=м, 
Jo que se trataba de demostrar. А 
IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


4. Utilizando la definición de límite de una función según Cau- 
chy, demuéstrese que lim (z sen (1/z)) = 0. 


o 
2. Demúestrese que la función / (т) = sen (1/z) no tiene límite 
en el punto z = 0. 
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3. ¿Existe o no el lím {z}, donde {z} = z — [z] es la parte 
х0 
fraccional del número 2? 
SER ES ( 2, e z es un número irracional; Di 
1, si z es un número racional, 
muéstrese que f (z) tiene límite en los puntos z = 1 y z = —1 y no 


tiene límite en los demás puntos. 
5. Demuéstrese que: а) lím (1 — cos z) = 0; b) lím tgz = 
z0 0 


=0. 
6. a) Recurriendo a la desigualdad sen х < z < tg z (0 < т< 
< 7/2) y al teorema 3, demuéstrese que lim те. == 1 (PRIMER 
рк 


LÍMITE SINGULAR O BÁSICO). 
b) Aprovechando el primer límite singular, demuéstrese que 


7. Sea 


Rm), a0, 90. 


Domuéstrese que 
œ siendo n>m, 
lm R(z) = {> cuando п=т, 
ا‎ 0 paran<m. 
8. Calcúlense los límites: 
8 
a) lím +2) с А 


Ы На 55; 0) ша O 


e 
zi—3z+2, en mi 
d) lim E: o) Ша FETE (m es un número natural). 


9. Calcúlense los límites: 
VIFE-3. Vizz-3. 
e FB Ша a 


10. Calcúlense los límites: 
Î (2—3)09 (Sep). 
a lim ETD Ни E; 


E 


y +V FVE METE 
ФК ури MN 


11. Demuéstreso que no existe lím cos z. 


12. ¿Existe o no lím (2), si: 
е 1, para 2>0 
0, рага == 0). 


—1, рага 2<0; 


а) a=1, f(z)=2 sgn (2—1), donde sgn z= 


1—cosz 
—— + рагтат<0, 
b) a=0, (а) = | a 25 
Еа 
soz 
c) a=0, f(2)= б. + paraz <0, 
соз х, рага z>0? 
13. Sea lîm /(z)=b, lím g (z)= + оо. Demuéstrese que: 


+ Para z >0; 


а) lím (f(2)—8(2)=— оо; b) lim Lao (cuando b 52 0); 


o) imt (2.0; û) Mm /(2)g(2)= co (cuando b40). 
8 = 
14. Sea lím f(z) = 0 (además f(z)0 cuando za), 


lím g(z)=b+0. Demuéstrese que lím (9: а аа, 
xa xa 1) 


$ 2. Continuidad de la función en un punto 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Continuidad de la función en un punto. Sea una función defi- 
nida en cierto entorno del punto 4. 

DEFINICION. Una función f (т) se Пата continua en el punto а, 
si lím f (z) = f (0). 


Supongamos que la función f (z) está definida en el semientorno 


derecho (izquierdo) del punto a, es decir, en cierto semiintervalo 
la, a + e) (respectivamente (a — e, al). La función f (т) se Пата 
continua a la derecha (a la izquierda) en el punto a, si f (a + 0) = 
= f (a) [respectivamente f (a — 0) = f (a)). 

Teorema 6. Para que una función sea continua en el punto a, es 
necesario y Suficiente que sea continua en este punto a la derecha y a la 
izquierda. 

Teorema 7. Si las funciones f (z) y g (z) son continuas en el punto 
а, entonces las funciones f (х) + Е (z), f (2) —g (2), 1(2) £ (2), 
f (z)/g (х) también son continuas en el punto a (el cociente siempre que 
в (a) 4 0). 

2 Continuidad de la función compuesta. Supongamos que la función 
y = Фф (z) está definida en el conjunto X, en tanto que Y ез ип con- 
junto de valores de esta función. Supongamos, además, que en el 
conjunto Y está definida la función и = f (y). Se dice que en el 
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conjunto X está definida una función compuesta y se denota и = f (y), 
donde у = Ф (2), o и =f (Ф (2). 

Teorema 8. Sea la función y = «р (z) continua en el punto a y la 
función u = f (y), continua en el punto b = y (a). En este caso la 
función compuesta u = f (9 (2) = F (z) será continua en el punto a. 
3. Continuidad de las funciones elementales 

Las funciones y =C = const, y = 282, y =a", у = 108, г 
(0220, а 1), у= зел, у сов2, y = =, y = сіг, 
Y = агсзеп т, у = arccos z, у = arctg z, y = arcctg z se Патап 
funciones elementales más simples (о fundamentales). 

La función se llama elemental, si puede obtenerse con ayuda 
de un número finito de operaciones aritméticas y de superposiciones 
sobre las funciones elementales más simples. 

La reunión de todas las funciones elementales se llama clase de 
funciones elementales. 

Junto con las funciones elementales más simples se utilizan con 
frecuencia las llamadas funciones hiperbólicas: 

el seno hiperbólico sh = = (e* — e-*)/2; 

el coseno hiperbólico ch z = (e + e-")/2; 

la tangente hiperbólica th z = sh z/ch z; ; 

la cotangente hiperbólica cth z = ch z/sh z. 

Teorema 9. Toda función elemental definida en un entorno de cierto 
punto es continua en este punto. 


4. Segundo límite singular o básico: 
lím (1 + z)'/* = e œ 2,718281828459045 .... 
2-0 


Advirtamos que este límite es una indeterminación del tipo 4°. 

5. Clasificación de los puntos de discontinuidad. Sea ael punto límite 
del campo de definición de la función f (т). El punto а se llama punto 
de discontinuidad de la función f (z), si f (2) en este punto no es con- 
tinua. Supongamos que f (т) está definida en cierto entorno del pun- 
to a, a la posible excepción del propio punto a. Entonces a se llama: 

1) punto de discontinuidad evitable de la función f (х), si existe 
lím f(x) = b, pero o bien f (z) no está definida en el punto а, 


ха 
o bien f (а) +b (si asignamos / (а) = b, la función f (z) se hace 
continua еп el punto а, es decir, la discontinuidad se elimina); 

2) punto de discontinuidad de 1 especie de la función f (х), si 
existen j (a + 0) y / (a — 0), pero f (a + 0) 3 f (a — 0); 

3) punto de discontinuidad de 11 especie de la función f (т), si en 
el punto a no existe por lo menos uno de los límites laterales de la 
función f (z). 


Il. Preguntas y tareas de control 
1. Enúnciense las definiciones: a) de continuidad de la función en 


un punto; b) de continuidad de la función por la derecha (por la 
izquierda) en un punto. 
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2. Citénse las condiciones necesarias y suficientes de continuidad 
de la función en un punto. 
3. Investíguese la continuidad de la función f (z) en un punto 
arbitrario а: 
а) /(х) = 25 
0, si z es un número irracional; 
b) 1 (2) = | 


(función de 
1, si z es un número racional Dirichlet) 


4. ¿Qué funciones se llaman elementales? 
5. Demuéstrese que la función y = зеп т es continua en todo 
punto а. 
6. ¿Para qué valores del argumento z la función f (т) = агсвеп (In 2) 
es continua? ¿Sobre la base de qué teorema? 
7. ¿Qué puntos se llaman puntos de discontinuidad de una función? 
8. Dense las definiciones del punto de discontinuidad evitablo y de 
los puntos de discontinuidad de I y de II especies. 
9, Hállense los puntos de discontinuidad de la función de Dirich- 
let. Indíquese el tipo de estos puntos de discontinuidad. 
10. Indíquese el tipo de discontinuidad de la función f (z): 
а) f (2) = sgn z; b) f (z) = | z Vz. 
11. Enúnciese el teorema de continuidad de la función compuesta. 
Utilizando este teorema у el primer límite singular, calcúlese 
lím ln 22. 
=-0 2 
12. ¿Qué funciones se Ílaman hiperbólicas? ¿Pertenecen éstas a la 
clase de funciones elementales? ¿Para qué valores del argumento 
estas funciones son continuas? 


ill. Ejemplos de resolución de problemas 

1. Investigar la continuidad de la función f (т) e indicar el tipo 

de sus puntos de discontinuidad, si: 
FA ысы z cuando 2<1, 

a) Fo 0) 0) 6 AAS] ae cuando 2>1. 

A а) La función f (z) = z, cuando z 0, y no está definida, 
cuando = = 0. Puesto que Va lím z = а, en caso de que a:40 

ze 
lím / (z) = a = f (a) y, por consiguiente, ў (2) es continua en todo 
a 


punto а 9 0. En el punto т = 0 f (2) tiene una discontinuidad evi- 
table, por cuanto existe el lim f (z) = límz = 0. 


x-0 E] 

b) La función f (z) ="e-"* es elemental, ya que representa de 
por sí la superposición de las funciones у = —z-' y f = e, La fun- 
ción ў (z) está definida para todos z, a excepción de = = 0; por con- 
siguiente, según el teorema 9 es continua en cualquier punto z 5 0. 
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Puesto que f (=) está definida en el entorno del punto z = 0, pero 
no lo está en el propio punto, tendremos que т = 0 es un punto de 
discontinuidad. Calculemos f (0 + 0) yf (0 — 0), haciendo uso de 
la definición del límite lateral de la función según Heine. Examine- 
mos una sucesión infinitésima arbitraria (xn) tal que х, >0 Yn. 


Ya que lím (—41/z,) = —оо, tenemos Ит e” n = 0, Por 
ү Г 
consiguiente,  lím е-У* = 0. Examinemos ahora otra sucesión 


х=0+0 
infinitésima arbitraria {л} tal que 2, < OVr. Puesto que 
Иш (—4/z%) = +00, entonces lim ê“1/* = +00, Por eso 
poo nac 
lím e-* = oo, es decir, f (0 — 0) = +00. 
x-0-0 

De esta manera, en el punto т = 0 no existe el límite de f (2) a 
la izquierda, lo que significa que z = 0 es un punto de discontinui- 
dad de II especie. 

с) Demostremos la continuidad de f (т) en el punto a + 1. Tome- 
mos e < |а — 1 |, e >0. Entonces el entorno e del punto а no 
contiene el punto z = 1, si e <|a—1 |. En este entorno e la 
función f (z) coincide o bien con la función ọ (2) = z, si a < 1, o 
bien con la función y (т) = In z, si а > 1. Puesto que las mencio- 
nadas funciones elementales más simples son continuas en el pun- 
to a, tendremos que f (т) también será continua en todo punto a + 1. 
Investiguemos la continuidad de la función f (т) en el punto a = 1. 
Para esto calculemos sus límites laterales en este punto, recurriendo 
а la continuidad de las funciones ẹ (т) y q (т) en el punto a = 1 y 
al teorema 6. Obtendremos 


Í(140)= lím Inz= límInz=In1=0, 
z140 реп 


F4—0)= Ит z= limz=1. 
so ام‎ 
Así, pues, f (1 + 0) == f (1 — 0), por eso en el punto a= 1 f (z) 
tiene una discontinuidad de 1 especie. A 
2. Demostrar que: 


а) lim PEER 4; b) lim EL ima, 0>0, азё1. 


A а) Representomos la función EZ en forma де (04 
+2)4*=10y, donde y=(1-+2)U%. Ya que lim (1-+2)/%=0 y la 
= 


función Iny es continua en el punto ye, obtenemos que 
lim In (1+2)4%=Ine=1. 
mo 


b) Examinemos la función y = q (т) = а* — 1. Ésta es conti- 
nua en el punto z = 0 e y (0) = 0. Además 


z=loga (10) y EL > 
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y e 
Caloulemos el lím Trippy + °юр/еапйо ol resultado del р. a): 


lm y= Mm 082 nai = BE 
veo Balitu) وس‎ Mm lim hi) 1 
yo Y 
Examinemos ahora la función f (y) que es continua en el punto у=0: 


'ш-{ тый cuando у #0, 


Ina cuando у=0. 


Según el teorema 8, la función compuesta 


اس 
cuando х 0,‏ ك TORI‏ 
Ina cuando 2=0‏ 
9—1 


es continua en el punto х= 0. Por eso lim =а. А 
20 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 
15. Investígueso la continuidad de la función f (z) e indíquese el 
tipo de sus puntos de discontinuidad (véanse los ejer. 1—4): 
а) f(z) =zsen (1/2); b) (ж) = sen (1/2); с) f (2)= {T}; 
а f =( 22, зі z es un número irracional; 
у 81 1, si z es un número racional; 
9 1Ê; 0 а= менш (4%; g) (== 
2 к” 2, раа 0<z<1, 
H Ese t= 2x para 1<2<2; 
м _ ра cuando [2 |<, [оов (2/2) cuando |211, 
) HA cundo |212: DIOS] 12—41 cuando |г]>41. 
16. Demuéstrese que: 
EL ың; b) Mm CEREZA a 
т por] z * 


a) lím 
2-0 


shz 4, thz Я 1—05 4 
e) Ma gm; d) Un :1ک‎ e) lim =. 


$ 3. Comparación de las funciones infinitésimas. 
Símbolo "o pequeña” y sus propiedades 
I. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Comparación de las funciones infinitésimas. La función a (т) se 

lama infinitamente pequeña (infinitésima) cuando = — a (en el punto 

а), si lím о (2) = 0. Sean о (х) у В (т) dos funciones infinitési- 
so 
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mas cuando z — a. Las funciones а (z) y В (z) reciben el nombre de; 
a) infinitésimas del mismo orden cuandoz — a (en el punto а), si 


иш ++ =e#0, 
b) infinitésimas equivalentes cuando т + а (en el punto a), si 


lim fEL= 1 (la notación es: а ~ В cuando z — a). 
ê 


Si lím -46 =0, so dice que a(z) es una infinitésima de orden 


superior cuando х — a (en el punto a), respecto a $ (z), y so escribe 


a = o (B) cuando т-» а (а es igual a «o pequeña» de В cuando 
z a). 


Por ejemplo z? = o (х) cuando z => 0. 

Definiciones análogas tienen lugar para los casos de z + a + 0, 
ха — 0, z+ оо. 

Es necesario tomar en consideración que las igualdades, que соп- 
tienen el símbolo «o pequeña», son convencionales. Por ejemplo, la 
igualdad 2° = о (т) cuando z+ 0 es cierta, pero o (х) = 2° no es 
cierta, puesto que el símbolo o (т) designa no una función concreta, 
sino que toda función que cuando х — 0 es infinitésima de orden 
superior que z. Existe una cantidad infinitamente grande de seme- 
jantes funciones: en particular, cualquier función 2? (donde р > 1), 
es o (х) cuando = > 0. Así, pues, la igualdad 22 = o (z) cuando 
ж — Û significa que la función 2° pertenece al conjunto de funciones 
infinitésimas de orden superior cuando z +> 0 que z. Por eso «en 
sentido contrario» esta igualdad (о (х) = z) no es cierta: todo el 
conjunto de funciones o (т) no se reduce a una sola función 2°, 

2. Propiedades del símbolo “o pequeña” 

Teorema 10. Supongamos que a, (х) y аз (z) son dos funciones in- 
Jinitésimas cuando z—» a tales que a, (z) = о (B) y а, (2) = o (В). 
Entonces оц (х) + аз (т) = о (В) cuando z— a. 

Este teorema puede escribirse en forma abreviada de la siguien- 
to manera: о (В) + o ($) = о (B). 

la par con la propiedad indicada, enunciemos otras propiedades 
del símbolo «o pequeña» (en todos los casos se considera que œ + 0 
y В + 0 cuando z — a). 
1", o (B) + o (8) = о (В). 
0 (8) — o (B) = о (8). 
o (eB) = o (P) Y número c 0. 
4%. co (В) = o (В) У número ¢ #0. 
5". 0 (В) = 08), n>2 (nEN), k=1,2,. 
6°. (o(B)"=0(P") VnEN. 
7. P"o(B)=0(B"!) VEN. 


s. LEL (pr). п>? (nEN). 
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Designemos una función infinitésima cualquiera cuando х —> с 
con el símbolo о (1). Entonces 1а 8° propiedad será válida también 


para n= 1: °з =0(1). 
9". “Ж суф?) =0(P), donde e, son números. 


10%. o(0(8)) =0(f). 
14%. 0(B-+0(P)=0(8). 

12%, af =o (a) у af=0(f). n 
13°. Si œ~ В, entonces af =o (a) y a—P=0(P). 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Dése la definición de la función infinitésima: a) cuando z => a: 
b) cuando z > со. Adúzcanse ejemplos de semejantes funciones. 

2. Enúncieso la definición y cítense ejemplos de la función infini- 
tésima a (2): 

a) de un mismo orden que la función В (z) en el punto a; 

b) equivalente a la función р (z) en el punto a; 

с) de orden superior cuando z > а que $ (z). 

¿Qué significa la notación simbólica а = o ($) cuando z —> a? 

3. Pónganse ejemplos de funciones æ (х), para las cuales son válidas 
las igualdades: a) а (z) = o (z) cuando 2>0; b) а (z) = 
= о (VT — 2) cuando z—> 1—0; с) a (z) =0(1/2%) cuando > оо. 

4. Demuéstrese que 2° = о (2°) cuando z > 0. ¿Es cierta la igual- 
dad 23 = o (B) cuando 20, si: a) P (2) =; b) P()= 
= 2V Tz l; o) B (z) = 2V Th à) В (2) = 23 son 2? 

5. Demuéstrese que (z — 1)? = o (т — 1) cuando z — 1. ¿Es cierta 
Ја igualdad (z— 1) = o (8) cuando z+ 1, si: а) B (£) = 
= (z — 1)"; b) p(z) = sen (z — 1); с) B (2) = EL 

6. Demuéstrese que 1/z* = о (1/2*) cuando z— оо. ¿Es cierta la 
igualdad 1724 = 0 (В) cuando z — o0, si: 


а В) SA ©) =r : 


a) В()= Pe : 9 P= an T? 

7. ¿Son Jas funciones sen z y z infinitésimas equivalentes cuando 
z+ 0? Demuéstrese que sen z — z = o (z) cuando z— 0. 

8. Valiéndose de las propiedades del símbolo «о pequeña», escrí base 
рага Ја función æ (z) una igualdad de la forma а (z) = o (2) 
a o 2>0, si: 
а (2) = o (22) + o (22); а (ж) = о (z) — о (z); a (2) = 50 (2); 
а (а) = 0 (Br) a (0) = (0 (0): a(z) = zo (a); а (0) = 2; 


а (2) = o (~z + 222 + 20); a (2) = о (0 (0); а (2) = o (z 
+ о (2). 


9. Aprovechando las propiedades del símbolo «о pequeña», escríbaso 
para la función а (=) la igualdad de la forma a (т) = о (1/22), 
cuando z — оо, si: 
ал) =0(1/2)—o(1/x), а (2) = 10000 (1/2), 


а (2) =0 (1000/2), а (2) (00/7 УТ), (а) = 220 (1/58), 
e =) 1): ао (008): 
а(2) =0( (toi )). 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. ¿Será cierta la igualdad a(=)=0(2) cuando z= 0, si: 
в) a(2)=22, b) a(s)=32, с) а (а) Уа], à) а) = 
e) а (2) =1 —соз2? 
Д а) 22%==0(2), puesto que lim =0, 
b) La igualdad Se=o(s) “no es elerta, por cuanto que 
lm 350. Las funciones 3z y т son infinitésimas de un 


mismo orden cuando z > 0. 
©) ҮТ ж | 50 (2), ya que lim оо. 
2-0 s 


d) z7 =° (2), por cuanto que иш (+ :2)=0. 


4—cosz 2 sen? (2/2) 
1 = > to и = 1 = 
со ыза 
= ша [A] G=1:0=0. А 
2. ¿Serí cierta la igualdad а (2) =o () cundo 20, si: 
a) (т) =зеп?т; b) a(2)=2%; с) а (2) =1—cosz? 


A a) зоё эё о(!), debido а que lim ےک‎ lím а (55) = 
=1. Las funciones sen?z y z? son infimitésimas equivalentes en 
el punto z=0. 

b) 2%=0(2%), a causa de que Mm 0. 

c) 1—08 zo (23), puesto que са ا‎ „4, Las funcio- 
ме Соне у at son infintésimas de un mismo orden en el 
punto 2=0. 

3. Utilizando los limites: 

a) lím мазы; b) ни عو‎ 

© Mim PES 4, رھ‎ Km Vte 


2-0 =0 


(siendo л un número natural), representar las funciones senz, 
соз =, а (14-2), YI Fz en la forma 
фа) =a, + аал +0 (7) cuando z > 0, 

donde k==1 6 2; a, y a, son ciertos números. 

A Al principio demostremos que si a (2) y В (с) son infinité- 
simas de un mismo orden cuando т > а, es decir, Иш HL == 

a 

= e0, entonces а (2) = сё (2) 4-0 (6) cuando z = a. 

En efecto, puesto que 


a(z) A a (2) еВ (2) 
lím (же —°)=0 o lim 0, 


según la definición del símbolo o ($) tenemos о (2) — ef (2) = 
= o (8), o bien 

a (т) = e (P (2) + o (B) cuando z —> а. 10) 

De las igualdades a) . . . d), recurriendo a la fórmula (1), obtenemos 

sen z= x +o (2) cuando z > 0; (2) 

2 =1 22-005) cuando z +> 0; (3) 

а (1-2) =20(2) cuando z — 0; 4 

ViFa=1+ha40(2) cuando z +0. 16) 


Las fórmulas (2)... (5) se llaman fórmulas asintóticas, o también 
desarrollos asintóticos o bien representaciones asintóticas de las funcio- 
nessen т, cos z, Ìn (1 + 2), Y 1 + z cuando z — 0. El último sumi 
do en el segundo miembro de estas fórmulas lo (z) u o (2%)] se llama 
término residual de la fórmula asintótica. А 

4. Demostrar las propiedades 2%, 32, 62, 9а, 10% del símbolo «o 
pequeña». 

A Recordemos que el símbolo о (8), que forma parte del primer 
miembro de las fórmulas, designa toda función infinitésima en el 
punto a de orden superior que Ê (=). 

1. Demostremos primero las propiedades 22, 32 у 6%, es decir, 


o (8) — o B) = 0 @, (6), 
o (e) = 0 (P) У número ¢ + 0, m 
(о (B)" = o (В") Yn EN. (8) 


Designemos con о, (2), о, (2), æ (т) unas funciones infinitésimas ar- 
bitrarias en el punto a tales que a, (т) = о (В), as (2) = o (B), 
а (т) = о (cf) cuando z — a. Según la definición del símbolo «о pe- 
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queña» estas igualdades significan que 


Mm FE, @) 
) 

на f =0, (10) 

1m 9 =0 (#0). (иу 


Рага йетозігаг Ја validez de las igualdades (8)... (8) hace falta 
establecer que 


% (2) — а, (0) = о (P), a (z) = о (В), 
(a, (z))" = о (В"), 


es decir, 
= o, 
mto Lo kn HE" 
h= 0 Las Ша фа 


Teniendo en cuenta (9) y (10), obtenemos 
= lim 260 _ A=0-0= 
Li limi) ie pe 000, 
a a үз ү 
ъ=(вв-р@р-)'=т=о. 
Con ayuda де la igualdad (11) encontramos 


L,=c lim 1 =e.0=0. 


za 


Así queda demostrada la validez de las fórmulas 0 “+ 2% 
, ез 


2. Domostromos ahora las propiedades 9% y 1 ecir, 
oÈ aP) =o) ca son números), вд 
(00) =06). өз) 


Designemos con y (z), æ (2) y p (z) unas funciones infinitésimas arbi- 
1гагіав en el punto a tales que 


¥ =o(Ë эё), a(o)=0(8), 9(2)=0(2)=0(0(8, 


50151 


es decir, 


lim 2 
= S ap 
ё 
a) _ 
lin E =0, (15) 
£ 
Иш LS =0. (16) 


Para demostrar la validez de las igualdades (12) y (13) es menester 
demostrar que 


L= lm ы 
a.a 


¿E E J 
к” атын 


Tomando en consideración (14), (15) y (16), obtendremos 


а 
S о 
سک‎ Иа 00, 
a *® 
a 
(2) а (2) 


L= lin 29. lím2-=0-0=0. 


ama ®) zea 


De esta manera la validez de las fórmulas (12, 13) queda demostrada. A 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


17. Haciendo uso de los límites: 
E =Ina(a>0, азё1); 


= 


a) lím 
z0 


b) Mm E =4; 0) а 909—1 a; 
*o m 2-0 > 
d) йш 2224; o) im BE 4; f) иш = ,ج‎ obtén 
2-0 F 0 2 o > 2 
ganso las fórmulas asintóticas (cuando х — 0) para las funciones 
ах, е^, (142), shz, thz, hz. 
18. Demuéstrense las propiedades 1°, 4%, 5%, 79, 8a, 11а — 139 
del símbolo «o pequeña». 
19, ¿Será válida la igualdad o (o (2) = о (z+) cuando z — 0; 
si: a) e >0; Б) e = 0; с) —1 < e < 0? Arguméntese la respuesta, 
20. ¿Son válidas о no las igualdades: a) о (z +2") = o (z), 
cuando z—>0; b) o (z) = о (22), cuando х —» 0; с) o (2%) = o (z), 
cuando z+ 0; d) o (1/2) = o (1/2), cuando z— оо; e) o (1/2?) = 
= o (1/2), cuando 7> оо? Arguméntese la respuesta. 


24. Utilizando las propiedades del símbolo «о pequeña», escríba- 
se para la función а (z) la igualdad de la forma a (z) = 0-(1) o 
а (z) = o ((z — аў) cuando z—a (k es un número natural), si: 

а) a (ж) == о (—5ш + 2% —a + о (—5ш + 2? — 28) cuando 
=>» 0; 

b) а (z) = (z — 1) o (а — 1)? + о (z — 1)) cuando z —> 1; 

o) a(2)=-70(8242%) cuando z + 0. 

22, Valiéndose de las propiedades del símbolo «o pequeña», escrí- 
baso para la función æ (z) la igualdal de la forma a (z) = 0 (1) o 
а (z) = о (1/2) cuando 2 > (k es un número natural), si: 

© ace (6908): 
Da) o) «(=o (+o(5)): 
Damal (E)E): 9e co=tco(h+0(+)) 


a 


§ 4. Cálculo de los límites de funciones con ayuda 
de las fórmulas asintóticas. Cálculo de los límites 
de las funciones potencial-exponenciales 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 

1. Fórmulas asintóticas. En los ejemplos y los problemas del $3 
se han obtenido las fórmulas asintóticas para las funciones elemen- 
tales simples cuando z = 0. Escribamos estas fórmulas en forma 
de una tabla: 

І. sen z = z + o (z) 

П. cosz=1 4+0 (2). 

Ul. In (1 + z) = z + o (z). 

IV, a = 1 + z Ina + o (z) (a > 0); 6 = 1 + z + o (2). 

V. (1+ 2)* = 1 + az + o (z). 

VI. tgz = = + о (z). 

УП. shz = z + o (2). 

ҮШ, chz=1+4+-22+0(23). 

IX. thz = z + o (2). 

Las fórmulas expuestas quedan válidas, si en ellas el argumento z 
se sustituye o bien por Zn, donde {z,} es una sucesión infinitésima, 
o bien por y (z), donde ` lím y (z) = 0. Por ejemplo, es válida la 


representación que se deduce de la fórmula I: 
4 i 1 
son r= r +o (r), 


se 67 


donde (o(1/n?)) es una sucesión infinitésima de orden superior 
que {тг}, es decir, Иш 20780. = límnto(1/n) =0. 
noe ne 


La función у (=) = т — 1 es infinitésima cuando х — 1, por 
eso de la fórmula 111 se obtiene la igualdad 


In (1 + y (2) = y (ж) + о (y) cuando z — 1, 
o bien 
In (1 + (z — 1)) = In z + z — 1 -+ o (z — 1) cuando z — 1. 


Utilizando esta igualdad y la fórmula II, escribamos la repre- 
sentación asintótica de la función cos ln z cuando = — 1: 


cos nz=cos(r—1 +0 (7—1) = 1 LLEGE" ү 
+o((z—1+0(2—1)}). 
Basándonos en las propiedades del símbolo «o pequeña», obtene- 


sio 
واا‎ m چا ے‎ ео 


ааа 


= EY кошу, 


De manera análoga, 
(2—1 +o (2 — 1)} = ) — 1} + o (z — 4). 
En virtud de la 11% propiedad tenemos 
o ((z — 1)# + о (2—1)) = о (z — 1) 


Definitivamente obtendremos 

cos In z = 1 — EY + o (2 — 1)? cuando z> 1. 

2. Cálculo de los límites de las funciones potencial-exponenciales. 
Examinemos el cálculo del límite, cuando z— a, de una función 
potencial-exponencial [и (2)1«9, donde las funciones и (z) у v (z) 
están definidas en cierto entorno del punto a, además u (z) > 0. 

Son posibles los casos siguientes: 

1 si lim (2) =b >0, lím v (а) = с, tendremos Jim ua) Oat, 


2. Si Umu(s)=0, Hmv(j=e>0 (6 458), entonces 
шш =0, e ый 

%, Si R=, lím vl (2) =e <0 (6 — оо), resulta que 
Ит ш? == +9 © Ре 


aa 


4. Si lm (а) =0, límv(=)=0, entonces Иш и (2)™ so Пата 


límite indeterminado del “tipo 0, 
5. Si Jim u(z)= +00, lim v(2)=0>0 (6 +- оо), obtendremos 


que lim Шм + о. 

в. “Si Иш и()= +00, límv(z)=c<0 (6 — оо), resulta que 
lm u" Û da 

*, Si lim u(z)= + oo, Mm v(x)=0 entonces Mim u” se lama 


límite indeterminado del tipo ооо. 
8. Si Jm и(2) = 1, lím о (2) = о, obtendremos lím u” que зе 


Mama итше. indeterminado, del tipo 1”. A este tipo de indetermi- 
nación pertenece el segundo límite básico: 


lim (14 5) =e. 


Si presentamos u” en forma de e*1*, entonces resulta que cada 
una de las indeterminaciones (0% оо, 1”) se puede reducir a la in- 
determinación del tipo 0. оо para la función v 1а и. 

> 


Si en este caso lím vInu=b, entonces lím и" = 
ж-а ж-а 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Escríbanse las fórmulas asintóticas para las funciones sen z 
tg эе № (1 + 2), e, a7, (1 +2), sh z, th z, ch z cuando 
> 

2. Escríbanse las fórmulas asintóticas con el término residual de 

forma o (2"), cuando т — 0, o bien o (1/2), cuando z +» оо (a > 0) 

para Јаз funciones compuestas sen y, tg y, cos y, In (1 + y), 

ev, av, (1 + y)", sh y, th y, ch y, si: a) y = 3z y z +0; b) y = 

= V7 y z= +0; c) y=?yz>0dy=1zx y z= оо. 

. Escríbanse las fórmulas asintóticas con el término residual de 

forma 0(1/n%) («>> 0) para las sucesiones sen Zn, tg 21, COS Tn, 

In (14-2), еп, a“, (142,)", sh zn, tha, Chan, Si: а) 2 

m1n b) а =4/n% o) a= ln (144); 4) ao. 


. Dése la definición de una sucesión infinitésima (a) de orden 
superior que (1/n), cuando n — оо. Dése la definición de una 
función infinitésima æ (х) de orden superior que 4/z, cuando 
ж —> оо. Escríbanse рага a, y a (т) las notaciones simbólicas 
correspondientes. 

5. Qué orden de infinitud tienen la sucesión œ, = по (1/n*) cuando 

n — оо y la función о (z) = z о (1/23) cuando z — co en compara- 

ción con (1/n) у P (х) = 1/z, respectivamente? 


w 


> 
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6. Utilizando la fórmula asintótica ТУ y de la definición de límite 
de una función según Heine, domuéstrese que e"=14-L4 


+°(+) cuando п +> оо. 
7. ¿Serán ciertas las igualdades: 


VIFF =1 +h2t4o0(2%) cuando z — 0; 
h a= 145 ohi) cuando n + 00? 


Arguménteso la respuesta. 

8. Cítense los casos posibles de cálculo de los límites de las funcio- 
nes potencial-exponenciales. Adúzcanse ejemplos de tres tipos 
de límites indeterminados para semejantes funciones. 

9. Calcúlenso los límites: 


а) lîm (E b) lim E ; 0) Mm, (лах, 


хе» р 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Calcular йш ات‎ 
п cos dz 
A Escribamos al desarrollo asintótico del numerador, recurriendo 
a las fórmulas asintóticas para el seno y la tangente y a las propieda- 
des del símbolo «o pequeña»: 


sen sen tg 7 = sen sen (+0 ())= 
=n [Pto (5) (+ (5))]- 
=sen (Ho (2%) +0 (22)) = зеп ) -+-о (а)) = F 0 (23). 
Aquí. hemos aprovechado el hecho de que o (2+0 (3)) = 
=°@) y o (+o (=o (e. 


Anotemos ahora el desarrollo asintótico del denominador, utili- 
zando las fórmulas asintóticas para el coseno y el logaritmo: 


In cos3z=1n (1 — Ê + 0 (82))) = 
=m (14 (E+ e))=(- +o) + 
+o (о (2) = olom 
= o (2). 
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Aquí hemos aprovechado las propiedades de que 
oB =о (20), о (—E40(2)) =0(2%), 0(2%) +0 (2%) =0(2%). 
De esta manera el límite dado es igual a 


41, ol) 
++°- 


y EA ЖИРА 
m y= Иш ИРИ O 
ки Ер ы ЖЫ 


Aquí hemos empleado el hecho de que, según la definición del 
=0. А 


símbolo "o pequeña", lím ZÉ 
2-0 


Puesto que aY=1+ylna+o (y), obtenemos 
ylne+o(y) _ кт A 
ne (a+ im ) ава. 


ema 


Así, pues. lím 
se 


im, =4 Ine. А 
3. Calcular lîm son(a/ +1). 


A Utilizando la fórmula asintótica V рага 2=1/n* y a=1/2, 
obtenemos 


yarin (19) (1 bdo) 
=n + to (+). 
De aquí 
sen (x V F-1) = зеп (+ h+o(L))= 
=(—Ay son (¿E +o (4). 
La sucesión ((—1)") está acotada y la (sen (+0 (2) es in- 


finitésima, por eso el producto de estas dos sucesiones también es 
una sucesión infinitésima. De esta manera 


lím sen (л л FT)=0. А 
ane 
4. Calcular lím (соз хў#'*, 
perg 


т 


A El límite dado es un límite indeterminado del tipo 1”, 
que lim cos += 1, mientras que Mm ctg?z = оо. Escribamos 
жы! 


(сов 2) * en forma de ests?x-Incosx E апгаш L Mm ctg?zx 


Xlncosz. Para esto anotemos el desarrollo asiniótico para 
Íncosz y sen*z cuando z — 0: 


їпсоз к= (1 Papo (2) = -E +o), 
sen? z= (z+ о (z))* = 22-0 (2%). 
A partir do estas igualdades, encontramos 
ote 4 
L=lim соё. > -4 
Así, pues, ol límite buscado es igual а el=0"v2, А 
5. Calcular Ит (EJ Un, 
nao \ n 
A El límite dado es un límite indeterminado del tipo 0% 
Para caloularlo anotemos (1-) 4/9 en forma de ош» 
y calculemos el límite L= lím (tg 2-10 4). Obtendremos 
L= lím[ —Inn (2-0 (+))]=- dm k 


пе 


айын )]=0- Нш 122. 


no mw. 


puesto que Wi 


Z =0 ((véase el $ 4, cap. П) y aia 
Des aite bdo: 0, ок dode, el. Йә Dudik. es: igni 
a1. А 
IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


23, Escríbanse los ,desarrollos asintóticos de las funciones si- 
guientes, cuando z— 0, con el término residual de forma o (2%), 
donde a > 0: 


a) sen? (5 V2), sent(5 VZ+ т) (z> 0); b) cos (42); cos (42? + т); 
Фф e, evo ду nl Inia) е) 3— 
ут, 3-V 2714 V% (2220); 1) 2%, 299; g) Incos2x, 
Ја cos(22-+2*%), h) cos Y sen =, в Vana (т> 0), 

3) (4/2 (> 0): к) 58-1; 1) V cos Vz (2220); 
m) cos 2 00822— 1. 
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24. Anótense los desarrollos asintóticos de las siguientes funcio- 
nes, cuando = —- 2, con el término residual de forma o (2 — 2), 
donde о >> 0: a) sen (с — 2)°; b) E c) In (z — y 
d) cos (лт); e) tg (nz*); 1) Vz—1—Y2—5 

‚ 25. нь banse los desarrollos asintóticos de Mr аы fun- 
ciones, cuando = —» оо, con el término residual de forma o(1/2”), 
donde @;>0: a) Vi F2—2; b) PFT —т; 

o) VEFDEFI EFD 


d) sen (11/23), sh(1 Vz); e) соз (1/22); 1) 54%; g) Incos(2/2), 
Inch (2/2); h) eV ¿4 (2>0). 

26. Anótense las fórmulas usintóticas para las siguientes sucesio- 
nes, con término residual de forma o(1/n“), donde @®;>0; 
a) YaF nin; b) 2947492; с) sen (1/ VA). 

27. Calcúlense los límites: 


0088: _. sen (+5) 
a) Ша 02—58, b) ша :و‎ 


©) Km (19а; ау нш EVE (m, пем); 
= = 
OR lim, (ҮТ++#—Ү1—>+); 
2—1 
y Un VETE AY T, کی ور و‎ 
Ez 
h) на (34 TE wado 2-0, 24, z> +o 


i) ш. ‚е! a 
Es ла (et 7Y (02-00); 1) lim, (sen 2) *; 
m) Mm пем); n) m (y (a>0, >0). 


28. Calcúlense los límites: 
a) Иш Vis VE Bt (т, n €N); 


=: 1+9: LATA 

b) иш E-VIE ,; ©) Иш Va 
= م‎ 37 
"a Vi 5 +0 o Vz 


А Cast 
d) lim Teor’ © И “gen nz ' 


0 lim n (Va —4); (a>0) в) lim im (E) 5 


к) на sr (r 258. J): 
Ж). im (tg х)'®>. 


0) lim оов" i 


29. Calcúlense los límites: 
senda) ga 
a) lim a В lim (а> 0); 
мак (+) 
9 а 


а ln +%--ах-А—2ах 
“эркез. 
à Ta соз (хех). a e, 


% im (аса); ù 

® ља rêson (in Y cos E); в) Mm [ (tr) +m J: 
i) lim cos (a [аз 

1) lim («—Incha). 

30, Caleúlenso los límites; 

a) lím (029-307 YF — 22); 

y) Tin еце 

5 lim 1—соз z соз 2r соз 32 ; 


@> 0); 


a) Ит (1—2) 108,2; 0) limi =. 


0 бааа) «Зо; 

оле ана, y ua PE 
у Ша [co (2a (zr) T" 

х) Jim tg” + (144): 

D, lin а (sen — cos +)% 

m) уш E: п) Иш E. 


х--= 


(a>0); 


Capítulo IV 
Derivadas y diferenciales 


$ 1. Derivada de una función. Reglas de derivación 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de la derivada. Sea la función y = f (х) definida 
en cierto entorno del punto ту. La función del argumento Az se llama 
incremento de esta función en el punto zo: 

Ay = f (ze + Az) — f (zo). 


La razón entre los incrementos Al es una nueva función del 
argumento Az, 

DEFINICIÓN Se llama derivada de una función y = } (х) en el 
punto z, el lím н éste existe). 

Aro 

La derivada de la función y = f (z) en el punto т, se denota 
con f’ (ze) o J’ (те). La operación de hallar la derivada se Паша 
derivación (diferenciación). 

2. Tabla de derivadas de las funciones elementales simples 

І. (29) =az"-1 (а es cualquier número). 


IV. (loga z)" = 
V. (2) =a* In a, en particular, (6) = e“. 


„ en particular, (may =4 (2>0). 


тїт 


VL (tea =ar (нетна nez). 


VIL (ctga) = — iry (enn, neZ). 


ҮШ. (arcsen л)” =73 (—1<<1). 


ГИРИ" w 

IX. کي‎ гуя (—1<2<1). 
X. (arctg a)" =r. 
XI. (arcctg z) = — 


ХИ. (sha) =chz. 
ХШ. (ch #)' == sh z. 


XIV. (thz)'= 
XV. («ау р (2%0). 


1 
"ш. 


15 


3. Interpretación física de la derivada. La derivada f’ (zp) es la 
velocidad con que varía la función у = f (z) en el punto =, (con otras 
palabras, la velocidad con que se modifica la variable dependiente y 
respecto al cambio de la variable independiente z en el punto zo). 
En particular, si z es el tiempo, y = / (z), la coordenada de un punto 
en movimiento por una recta en el instante =, entonces f’ (=), es la 
velocidad instantánea del punto en el momento de tiempo zo. 

4. Interpretación geométrica de la derivada. Examinomos la 
gráfica de la función y = f (т) (fig. 1). Los puntos М y N tienen las 
coordenadas siguientes: M (zo, f (20), N (zo + Az, / (со + Az). 

El ángulo entre la secante MN y 
el eje Oz designémoslo con р (Az). 
6 DEFINICIÓN Si existe el 
боа) f lîm Ф (Az) = Po, la recta l con 

0 


= 
el coeficiente angular К = щщ Por 
que pasa a través del punto 
М (zo, f (20)), se Пата tangente a 
la gráfica de la función y = f (2) 
en el punto М. 
Fig. 4. Teorema i. Si la función у = 
=f (z) tiene en el punto хо la deri- 
vada f' (zp), la gráfica de la función tendrá en el punto М (Zo; Í (20) 
una tangente, con la particularidad de que f' (т) será el coeficiente 
angular de la tangente, es decir, la ecuación de la tangente se escribirá 
en la forma 
y — Í (zo) = f (zo) (Z — zo). 
Si la función y = f (z) es continua en el punto гъ y 
1 (zg + Az) —1 (20) 
да сы E 
se dice que la función tiene en el punto =, una derivada infinita, 
En este caso la tangente a la gráfica en el punto M, es paralela al 
eje Oy, siendo su ecuación: = = ту. 
5. Derivadas laterales, Si existe 
1 (zg + 42) —f (zo) (zot Ах) —f (20) 
E EL 
éste so Пата derivada а la derecha (а la izquierda) de la función у = 
Fe (2) Di el punto =, у se denota f' (х, + 0) [respectivamente 
f’ (za — 0). 
Si existen /’ (zo + 0) у/' (žo — 0) y son iguales, existirá también 
/' (zo) y será igual a f' (2, +0). Inversamente: si existe /' (х0), 
existirán también f' (ту + 0) y f' (т, — 0), además f’ (х, + 0) = 
= f' (zo — 0) = f' (ж), 
6. Reglas de derivación 
Teorema 2. Si u (z) y v (z) tienen derivadas en el punto to, la 
suma, la diferencia, el producto y el cociente de estas funciones (este 


0 ES 
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último siempre que о (z) + 0) también tendrán derivadas en el punto 
zo, además en el punto т, serán válidas las igualdades: 


(utoj su +; (иу ш o; 


(ue) = шь+ ш”; (> x 


7. Derivada de una función inversa 

Teorema 3. Si la función y = f (z), estrictamente monótona y 
continúa en cierto entorno del punto Zo, tiene derivada en el punto zo 
y f' (т) 9 0, existe una función inversa z = f~ (y), la cual est deo 
Jinida en cierto entorno del punto y, = f (zp) y tiene derivada en el 
punto yo, con la particularidad de que 


1 411 (z0). (1) 


La interpretación física dela fórmula (1) es: la derivada (f~ (y) 
ез la velocidad соп que se modifica la variable z respecto al cambio 
de la variable y, y J’ (zp) es la velocidad con que cambia la variable y 
respecto al cambio de la variable z. Está claro que estas magnitu- 
des son mutuamente inversas. 

8. Derivada de una función compuesta 

Teorema 4. Si la función t = Ф (z) tiene en el punto те la derivada 
Ф' (го), y la función y = y (t) tiene en el punto ty-= Ф (z) la derivada 
y' (to), también la función compuesta y = y (9 (х) = f (z) tendrá de- 
rivada en el punto zy, además 


FE) = P (e (20) Ф (zo). 2 
La interpretación física de la fórmula (2) es: la derivada q” (z) 
es la velocidad con que se modifica la variable t respecto al cambio 
de la variable =, en tanto que la derivada y” (t) es la velocidad con 
que cambia la variable y respecto al cambio de la variable £. Está 
claro que la velocidad f” (т) de modificación de la variable y res- 
pecto al cambio de la variable z es igual al producto de las velocida- 
des y” (to) y y” (zo). (Si 2 se mueve con mayor rapidez que z k veces, 
е y con mayor velocidad que ¢ 1 veces, entonces y se mueve más 
rápidamente que z kl veces.) 
9. Derivada de una función dada en forma paramétrica. Suponga- 
mos las funciones 
z=9() y=v() (3) 


están definidas en cierto intervalo de cambio de la variable ¢ que 
denomíinaremos parámetro. Sea la función z = Ф (t) estrictamente 
monótona en este intervalo. Entonces existe una función inversa 
t = q”! (х) que, poniéndola en la ecuación y =p (t), obtenemos 


у = (97 (2) = / (2). 
De esta manera la variable у es una función compuesta de la variable 


ж. La representación do la función y = / (т) con ayuda de las ecua- 
ciones (3) se llama paramétrica. 


т 


La ecuación (3) puede interpretarse como la dependencia de las 
coordenadas del punto que se mueve en el plano (z, y) respecto del 
tiempo £. En caso de semejante interpretación la gráfica de la fun- 
ción y = f (2) es la trayectoria de un punto. 

Si las funciones z = Фф (t) e y = y (t) tienen derivadas ф' (t) 4 0 
y Y' (t), la función y = f (z) también tendrá derivada, además 


ra= + |а @ 


Se debe advertir que la existencia de la derivada q” (0) con cierto 
signo determinado constituye la condición suficiente de la monoto- 
nía estricta de la función z= p (t) y, por consiguiente, de la exis- 
tencia de la función y = f (т) representada en forma paramétrica. 

10. Derivada de la función vectorial. Si a cada valor de la variable 
1 € T (Т es cierto conjunto numérico) está puesto en correspondencia 
cierto vector r, entonces se dice que en el conjunto Т está determina- 
da la función vectorial (función vector) т = r (0). 

DEFINICIÓN El vector a se llama límite de la función vectorial 
r = r (t) en el punto tẹ si lim |г(ф—а|=0. 


Hd 

perinicióN Se llama derivada de la función vectorial r = r (1) 

en el punto tel Jim Ae ë+ А) —r (1) (si es que existe). 
1 


La derivada de la función vectorial r (1) se designa con r’ (£). 
11. Interpretación física de la función vectorial y de su derivada. 
La posición del punto M en el espacio puede prefijarse mediante sus 
tres coordenadas o el vector 
mExtw(0,2(t)] r = ОМ, cuyo origen coincide 
con el origen de coordenadas y el 
extremo, con el punto М (tig. 2). 
Si el punto M se mueve, el 
vector r variará con el correr del 
tiempo £. Así, pues, el movimien- 
to del punto puede describirse 
por medio de la función yecto- 
rial r = r (t), donde £ varía en 
cierto segmento [a, 5]. El con- 
Fig. 2. junto de los extremos de los 
vectores г (t) (donde tE la, bl) 
representa en sí la trayectoria de movimiento del punto [también 
se Пата la hodógrafa de la función vectorial г == r (£)). La deri- 
vada r'(¿) es el vector velocidad instantánea del punto en el instan- 
te t. El vector r’ (t) está orientado por la tangente hacia la trayectoria. 
Si notamos соп z (1), y (£), 2 (1) las coordenadas del punto М еп 
el instante de tiempo + y con і, j, k, los vectores unitarios de los ejes 
de coordenadas, la función vectorial г = r (+) puede representarse 
en la forma siguiente 


т = iz (1) + jy (1) + kz (0, 


y la derivada r' (£), en la forma de 
r () = iz’ (0 + jy’ (0) + ke’ (0. 


De manera análoga el movimiento del punto M en el plano (z, y) 


puede describirse por la función vectorial r = iz (1) + jy (£). 


Si z’ (£) tiene un signo determinado, por ejemplo, z' (t) >0, 
la trayectoria de movimiento del punto M será la gráfica de la 
función у = f (х) dada mediante las ecuaciones paramétricas z = 


=z (t), y = y (0). 

Las coordenadas del vector У 
velocidad r’ () son iguales а 
2' (t) e y' (0), mientras que la 
tangente del ángulo entre el 
vector r’ (t) y el eje Oz, es decir, 
el coeficiente angular de la tan- 
gente a la gráfica de la función 
y = f (z) es igual a y’ ()/2' (1) 
(tig. 3). De esta manera hemos 
obtenido de nuevo la expresión 
(4) para la derivada de la fun- 
ción representada en forma ра- 


200) 


10) 
ЗҮ] 
F(t) 


Fig. 3. 


ramétrica. 


El vector n (t) = (—y' (£), z’ (1), cuando 2? (1) + y” (0) 40, 


es el vector de la normal a la gráfica de la función y = f (z) en el 
punto M (= (t), y (t)), es decir, el vector director de la recta que pasa 
a través del punto M en forma perpendicular a la tangente hacia la 
gráfica en este punto (esta recta se llama normal). 


Pe 


Il. Preguntas y tareas de control 


. ¿Qué se llama incremento de la función у = f (z) en el punto zo? 
„ ¿De qué argumento depende la razón entre los incrementos 


32 ? ¿Cuál es el campo de definición de la función A? 


. Dése la definición de la derivada de la función у = f (х) en el 


punto zo. 

Utilizando la definición de la derivada, dedúzcanse las fórmulas 
para las derivadas de las funciones т” (л es un número natural), 
sen т, соз =, log Za, а“. 

¿Qué interpretación física tiene la derivada de función у = f (z) 
en el punto т? ¿Qué movimiento de un punto se describe me- 
diante la ecuación y = vgz + yo (т es el tiempo, vo e yọ son 
constantes)? 

¿Qué interpretación geométrica tiene la derivada de la función 
y = f (z) en el punto z,? Dése la definición de la tangente a la 
gráfica de la función у = f (z) en el punto (zo, ў (24)) y escríbaso 
la ecuación de la misma. 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 


‚ ¿Cuándo se dice que la función tiene en el punto х, una derivada 


infinita? Adúzcase un ejemplo de una función, cuya gráfica 
tiene en cierto punto la tangente vertical. 


. ¿Qué воп las derivadas laterales de la función en un punto? 


¿Qué relación existe entre las derivadas laterales y la derivada 
de la función en un punto? Adúzcase un ejemplo de una función, 
en la cual existen las derivadas laterales en cierto punto, pero 
no existo la derivada en este punto. 


‚ Dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de la suma, dife- 


rencia, del producto y del cociente de dos funciones. Haciendo 
uso de aquéllas, dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de las 
funciones tg z, ctg х, sh z, ch z, th z, cth z. 

Enúnciese el teorema de la derivada de una función inversa. 
¿Qué se puede decir acerca de la derivada de una función inver- 
sa, si están cumplidas todas las condiciones del teorema, a excep- 
ción de la condición f’ (т) +0 (es decir, se cumple la condición 
de f' (т) = 0)? Adúzcase un ejemplo de un caso semejante. 
¿Qué interpretación física tiene la fórmula para la derivada de 
una función inversa? Valiéndose de esta fórmula, dedúzcanse las 
fórmulas para las derivadas de las funciones trigonométricas 
inversas. 

Enúnciese el teorema acerca de la derivada de una función com- 
puesta. ¿Valdrá este teorema para la función y = sen? (V 77) en 
el punto z = 0? ¿Existe o no la derivada de esta función en el 
punto z = 0? ¿Qué interpretación física se le puede dar a la 
fórmula para la derivada de una función compuesta? Аргоуе- 
chando esta fórmula, dedúzcase la fórmula para la derivada de 
la función z% (с: es un número cualquiera). 

¿En qué consis representación paramétrica de una función? 
¿Bajo qué condiciones es válida la fórmula (4) para la derivada 
de una función dada en forma paramétrie 
¿Qué es la función vectorial? Dése la definición del límite y de la 
derivada de una función vectorial. ¿Qué interpretación física 
tienen la función vectorial y su derivada? 

Recurriendo a la definición de la derivada de una función vecto- 
rial, dodúzcase la fórmula r' (4) = tz’ (0) + jy’ (0 + kz’ (i). 
¿Cuáles son las coordenadas del vector unitario de la normal 
hacia la hodógrafa de la función vectorial ғ == iz (t) + jy (4) on 
el punto М (= (t), y (0)? 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Valiéndose de la definición de la derivada, hallar la derivada 


de la función y = 2? en el punto z = 1. 


A Encontremos el incremento de la función у = 3° en el punto 


a 4; 


Ay= (1+ 42)2— 1 =3 Az + 3 (42) + (42). 


De aquí obtenemos ¿2 =3-+4+34z+(A2)? y, por consiguiente, 
P Ay 
ГАО) Jn Аг =3 А 

2. Comparar en el intervalo 0 < £< 1 las velocidades instantá- 
neas y medias de dos puntos, cuyos movimientos rectilíneos vienen 
dados mediante las ecuaciones ғ, = £%, з, = 24 (t >> 0). 

A Encontremos las velocidades instantáneas de los puntos en el 
momento de tiempo t: v, (t) = s; (£) = 2t; va (1) = s; (t) = 8%. De 
aquí obtenemos v, (0) = vs (0); о, (1/2) = va (4/2); v, (0) > va (0), 
cuando 0 < £< 1/2; v, (f) < о, (0), cuando ¿> 1/2. La velocidad 
media del primer punto en el espacio de tiempo 0 < t < 1 es igual a 


Ys mes LOGO 4, 


De manera análoga, 
Da mea = ف‎ „2, Así pues, vi mea <Va med: А 


3. Anotar la ecuación de la tangente hacia la gráfica de la fun- 
ción y = созт en el punto con abscisa х = 1/6. 


A Tenemos zo = x/6, f (те) = cos (1/6) = V32, f' (zo) = 


= —sen (1/6) = —1/2. Por eso la ecuación buscada de la tangente 
se oscribirá en forma de 
1 Ed 
y (2). А 


4. Hallar las derivadas laterales de la función f (z) = |z — 
— zo | g (2) en el punto ть, donde g (т) es una función continua en 
el punto zo. ¿Tendrá la función f (z) alguna derivada en el punto zo? 

A Cuando Az > 0, el incremento de la función en el punto =, 
tiene Ja forma 


Ay=f (2, + 4z) — f (2) = 
=| 2, +42—z, | £ (2, + Az) —0= к (29+ Az) Az, 


de donde = e (+82). Puesto que g(z) es continua en el 
punto ту, tendremos Mm, = (o. Así pues, /' (x, +0) = g (2). 
De manera análoga, cuando Az < 0, obtenemos Ду = —g (2, + 
+ Az) Az, de donde 
бу 
Ый == )لے‎ (20 +42) = — (а), 
es decir, f' (2, —0) = — (20). 
Si g (zo) 5 0, resulta que /' (zo + 0) + f’ (za — 0) y, por con- 
siguiente, la función f (z) no tiene derivada en el punto zg. Pero 
si g (zo) = 0, entonces f' (х, +0) =f' (хо — 0) = 0 y, por lo 
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tanto, la función f (т) tiene derivada en el punto zp, con la particu- 
laridad de que f' (zo) = 0. A 
5. Calcular la derivada de la función: 
a) у= 22 (£>0, 251); b) у= соз (22) (— оо <z <00). 
A а) A partir de las reglas de derivación del producto y del 
cociente, así como de la tabla de derivadas, obtenemos 


y) د‎ tensas _ 


(гї 0092422000 z) In z—a8 sen z $ 
s— re 


ГЫЗ ы 
2020082 و‎ (є>0, 251). 


b) La función y = cos (2* —2*) puede representarse en forma 
de y = соз і, donde t= 2" — 2°. Valiéndonos de 1а regla de deri- 
vación de una función compuesta, obtenemos 
y (2) =(0081)' |, (MY = 

= —son (2% 2) (29102328) (оо <= оо). А 


6. Hallar la derivada y” (z) de la función 
22 еп (1/x) cuando 2520, 
‚ы 0 спапйох=0 
e investigar, si y' (х) es continua en el punto = = 0. 

A Cuando z340, la derivada у (т) puede encontrarse mediante 
la derivación de la función 2° sen (1/z) según la regla de derivación 
del producto. Esto da 

y' (z) = 2z sen (1/x) — cos (1/2) (= +0). 
La expresión obtenida no está definida рага z = 0, Esto no signifi- 
са, sin embargo, que y” (0) no existe, puesto que la expresión para 
y’ (х) se ha obtenido a condición de que £ 5 0. Para encontrar 
y' (0) utilicemos de la definición de la derivada. El incremento Ay 
de la función y (z) en el punto z = 0 es igual a (Аг)? sen (1/42), 
por eso 
Ay 1 
1 = Иш А. =0, es decir, y' (0) =0. 
lim = Jim Azson 927—0, es decir, y' (0) 
De este modo y'(x) existe en todos los puntos: 
А 2x зеп (1/2) — сов (1/2) cuando 25 0, 
у @-{ 0 cuando z=0. 

Para investigar la continuidad de y’ (z) en el punto z = 0, exa- 

minemos de y' (z). Está claro que Lim: 2z sen (1/z) = 0, en 
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tanto que lím cos (1/2) no existe. Por eso tampoco existe 
== 
Иш y’ (а). Así, pues, y" (z) es discontinua en el punto z = 0, 


siendo éste un punto de discontinuidad de II especie de la función 
у (2). А 
7. Demostrar que las ecuaciones 2 = соз t, y = sen (0 < t < л) 
representan en forma paramétrica cierta función у = f (т). Hallar 
la derivada f' (т) de esta función. 
A La función z = cos t es estrictamente monótona (decreciente) 
en el segmento 0 < t< л y, por consiguiente, tiene la inversa. In- 
troduciendo esta función inversa еп la ecuación y = sen ¢, obtene- 
mos la función de forma y = / (z). En el caso dado la función in- 
versa se encuen! п forma explícita: £ = arccos æ у por eso para 
f (z) obtenemos la expresión f (z) = sen (arccos х) (—1 < т < 1). 
Esta función puedo escribirse en la forma siguiente: f (z) = УТ 27 
Pa <zx<1) (explíquese por qué). Calculemos la derivada 
' (х) mediante dos procedimientos: a) recurriendo а la expresión 
para la derivada de la función 
. Tendremos: 


explícita; b) utilizando la fórmul 
representada en forma paramétri 


a F= ур i< i)i 
b) Р) (140, tn). 


Ya que cost=x, sent=Y1—cos*t=Y1—a?, cuando 0<t<a, 
de la segunda expresión para f'(z) obtenemos la primera: 


1-5 (+16 –1<2<1). А 


8. Demostrar que si las funciones vectoriales r, (t) y г, (2) tienen 
derivadas, entonces para la derivada del producto escalar (гу (t) ra (4)) 
es válida la fórmula 


(т, (дт (0) = (т, (£) ra (0) + (т, (0) г; (0). 
A Sea r(t) = iz, (t) + jy, (O + kz, (t), r, (f) = iz, (0 + 
+ iya (1) + kz, (t). Entonces (r, (£) ra (0) =z, (f) z: () + 
+ Y (f) va (0) + za (t) 2, (0. Aprovechemos el hecho de que, si 
r; (t) (i = 1, 2) tiene derivada, también z; (1), у, (f), £, (£) tienen 
derivadas, además ri (£) = tz (0) + jyi (1) + kz (1) (véase el ejer. 
20). Obtenemos 
(rı @фт; (0)' = z; (0) т, (0) + z (0 z; () + 
+ yi (0) ya () + ya (00 00 + zi (8) z: (0 +2, (02 () = 
= {ж (0) za (£) + y (8) ya (0 + zi (01, (0) + {т (0 z: (0 + 
+ ya (00 (0 + 2, (9 z4 (0} = (r; (£) ra (9) + (т, (0) 1, (0). A 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


1. Escríbase la expresión para Ay = Í (хо + Az) — f (т) y hállese 
el campo de definición de la función Ay, si: a) f (т) = arcsen z, то = 
= 1/2; b) f (2) = arccos z, л, = 0; с) f (z) = In z, 2) = 2; d) / (2) = 
= sen T, zy = 2л. 

2. Utilizando la definición de la derivada, hállese la derivada de 
la función: a) y = z en el punto z = 1; b) y = z? en el punto z = 
) у= VZ en el punto z = 4; d) у = х | z | en el punto 


> en el punto z=0. 


12292 cuando 2520, 
е) у= 
0 cuando 2—0 


3. Las ecuaciones del movimiento rectilîneo de dos puntos tienen 
la forma siguiente: а) 5, = f, s = Ê (t > 0); b) s, = f, s = P 
(t> 0); c) з, = In £, s = VT (t > 1) (t es el tiempo, s, y sy son 
las distancias recorridas por los puntos primero y segundo en el 
tiempo t). Compárense las velocidades instantáneas de estos dos 
puntos, así como sus velocidades medias en los intervalos de tiempo 
Осу 1<1<2 para los casos a) y b) y en los intervalos 
1<1<4 y 1<1<25 para el саво с). 

A. Anóteso la ecuación de la tangente a la gráfica de la función 

y = f (2) en el punto con abscisa го, si: а) f (z) = sen z, zo = 0; 
b) f (£) = 23, zo = 1; с) /(х) = Vz, zo = 0; d) f (z) = arctg z, 
ze = 1. 
* 5. Hállese el punto de intersección de las tangentes a la gráfica 
de la función у = f (z) en los puntos con abscisas х,у ту, si: a) f (2) = 
= cos 2, 2, = А/В, ту = 1/2 b) f (2) = e”, z, =0, z, = 1; 0) / (2)= 
= агсвеп =, ту = 0, z, = 1/2. 

6. Escríbanso las ecuaciones de las tangentes a la gráfica de la 
función y = Vz que pasan a través del punto (2, 3/2). 

7. Hállense las derivadas laterales /' (т + 0) y J’ (20 —0) y 
compárenlas, si: 

а) (=| 2|, 200; b) (2) = |21, z2=4; с) f()=2*sgnx, 
хоз: 0; d) f(2)=V sentz, ж:=0; е) 7 (2) = |= | sent, zy= 0; 

4) 1 (а) = | &—-5-|созл. =F; g) (2) = 12—110, ®=1. 

¿Existe en cada caso la derivada f’ (т)? 

8. Hállese y” (2), si: a) y = 2% b) y = Vz; с) y = 1/2; d) y = 
= 2/2 — 3/V 5; e) y = log, 2° ++ log, 2? (calcúlese y’ (1)); f) y = 
= 2% + (1/2)%; g) y = sen z — соз z (calcúlense y” (0) e у (1/4); 
h) y = tg z — ctg z; i) y = агсзеп х + arccos т (explíquese el re- 
sultado obtenido); К) y = arctg z + arcctg т (explíquese el resul- 
tado obtenido). 
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9. Demuéstrese que, si и (z) y v (z) tienen derivadas en el punto 
т y и (#) >0, la función [ш (£)1%> también tiene derivada en el 
punto z, además 

[u (2) = v (т) u (х)%®-%ш/ (2) + u (2) In и (2) v' (т). 

10. Hállese y” (х), si (para todos los casos а > 0): 

y و‎ PE; y=1/ 251; 

b) у= Vz LV z+ |+; у= sen? (cos 2)-+ cost (sen 2); 

e) y= sen [sen (son J y= ¿Ei rete; 

d) у= e“ sen z; у= е" соз 22; ys + 

e) y=x*; y= ln [ln (ln х); ya 5: 

р у= |21; y=ln (+V FE); y= ln sen z; 

g) y=sen(Inz); y=arcsen >; у= асц; 


h) у= ао Ê (compárese con la derivada de la función 


y=arctgx y explíquese el resultado); 
i) y = arccos (1/2); y = arcsen (sen z); y = arctg (tg 2); 
K) y = son (arcsen 2); y = ctg (arcctg 2); 


D y= a у= VETA aresen 


laz.‏ س 
y=arctg V 21 -7a‏ 
у= (6-06); o)y=‏ 
arctg (z +V TF 2) y=(senz)**, у= 8 (tgz); y= th (соз 2);‏ = 
р) у = 1р (sha), eS, y=arctg (thz); y=10 (9%).‏ 

ti, Se conoce que p(z), $ (2) y f(z) tienen derivadas. Hálleso 
y (2), si: 

а) VPO: 

b) y = log} (2) (0< q (2), ф (д) 56 1, ф(2) > 0); 

c) y=} (2) +f (272); с) y=} (2)). 

12. Demuéstrese (aplicando el método de inducción matemá- 
tica) que, si А (2), 1.02), ..., fn (2) tienen derivadas en el punto 
z, la suma 3 filz) y el producto у, (2) fa (z) ... fn (2) también 
tienen derivadas en el punto z, con la particularidad de que 


¿nor = À fe Mh... 
hE È RO RE < 
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13, Demuéstrese que tiene lugar la regla siguiente de derivación 
de los determinantes de n-ésimo orden: 


tata) AON Таба). fin 
ful) hn] = лә. 
Таба)... fnn (2) fas (2) <- fan (2) 


14. ¿Será posible aplicar la regla de deri 
dos funciones и (z) y v (z) en el punto ху, si: 

a)-u (х) = z, р(х) = |= |, zo = 0; 

b) и (z) = z, v (z) = 

с) u (2) = sen z, v (z) = sgn 

d) u (z) = тї, v (z) = sgn z, х 


ión del producto de 


son (4/2) cuando 2520, 
Aa ( 0 cuando 2=0, 

¿Existirá en cada caso la derivada del producto и (х) v (х) en el 
punto z? 

15. ¿Son ciertas las afirmaciones siguientes: 

Г. «Si u (2) tiene derivada en el punto т, y v (z) no la tiene en 
dicho punto, resulta que: a) u (z) + v (z) no tiene derivada en el 
punto те; b) u (z) v (z) tampoco tiene derivada en ese mismo punto»? 

II. «Si и (х) y v (z) no tienen derivadas en el punto Zo, podemos 
decir que: а) и (z) + v (z) no tiene derivada en el punto Zo 
b) u (z) v (z) tampoco tiene derivada en dicho punto»? 

(Si la afirmación no es cierta, adúzcase el correspondiente ejem- 
plo.) 

16. ¿Es cierta la afirmación de que: «Si f (z) < g (х), tendremos 
que j’ (2) < g (z)? 
17. Obténganse las fórmulas para las sumas: 


Pa=1 42r 43r- no Hnr, 
Qa= 14 Pr +z... Fz. 


2) =0? 


18. Represóntese la trayectoria de un punto, cuyo movimiento 
en el plano (т, y) viene dado por las ecuaciones: 
A z=t у=, —o<t<oo b) z= 00911, y = sent, 
0<t< о; 
а соз і, y=bsent, O << оо; 
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acuerdo con la fórmula (4). En los casos с). y d) anótonse las ecuacio- 
nes de la tangente y de la normal а la curva en el punto £ = 0. 

19. Sean r(t)=izx() 4-30 (0) +kz(() y аа, 4- ја, -+ka, un 
vector constante. Demuéstrese la afirmación siguiente: “Para que 
lím r (1) == a, es necesario y suficiente que Ит z (£) = a,, lim y (1) = а, 
ete tete ш 
ka z (t) = ay". 
et 

20. Empleando el resultado del problema anterior, demuéstreso 
afirmación siguiente: «Para que la función vectorial r (t) = 

( + jy (£) + kz (t) tenga la derivada r’ (t) en el punto /, es 
necesario y suficiente que las funciones escalares = (t), y (t), 2 (£) 
tengan derivadas en el punto 2. Además r' (t) = iz’ (t) + jy’ (t) + 
+ kz’ ep. 

21. Demuéstrese que para las funciones vectoriales tienen lugar 
las reglas de derivación siguientes: 


(re (0) + ra (0) = ri (0) + r (0), 
(f (9 r y = f H r (H + f (r (0, 
Ir, (09 е (91 = Ir; (D ra (91 4 I(r, (9 r; (0), 


donde lr, (2) г, (£)] es el producto vectorial de los vectores r, () 


y Fa (0. 
32. El movimiento del punto en el espacio se da mediante las 
ecuaciones 


„у= 2= 8, 1>0; 

Ъ) = cost, у = Я ѕеп ё, 2 = М, (>0, Вр 0, h>0 
(línea helicoidal o hélice circular); 

)r=ty=8,2:2=P,1>0; 

d) z = ln t, y = 0/2, :=Y2, t>1. 

Encuéntrense el módulo y los cosenos directores del vector velo- 
cidad en el instante: a) £ = 2; b) £ = л; с) t = 1; d) t = 2,5. 


$ 2. Diferencial de una función 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Diferenciabilidad de una función 

DEPINICION. La función y = f (z) se Пата derivable (diferen- 
ciable) en el punto zo, si su incremento Ау = f (zo + Az) — f (20) 
en este punto puede representarse en forma de 


Ay = А Ат + a Az, a) 
donde A es cierto número y a, la función del argumento Az, infini- 


tamente pequeña y continua en el punto Ах (es decir, 
lím a (да) = a 0) = 0). 
eN 


Teorema 5. Para que la función y = f (т) sea derivable en el punto 
Zo, es necesario y suficiente que exista la derivada }' (ху). 
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Cabe advertir que А = f’ (zo). 

La función del argumento Az se llama diferencial (o diferencial 
de primer orden) de la función y = f (z) en el punto =, (diferenciable 
en este punto): dy = j’ fa Az. 

Cuando /' (zo) ¥ 0, la diferencial es la parte principal (lineal 
respecto а Az) del incremento de la función en el punto Zo. 

El incremento de Ja variable т se llama diferencial de esta variable 
independiente: dz = Az. De esta manera, la diferencial de la fun- 
ción y = f (х) en el punto =, tiene la forma 


dy = /' (20) dz, (2) 


re). 


es decir, la derivada de la función у = f (z) en el punto xy es igual a la 
razón entre la diferencial de la función en este punto y la diferencial 
de la variable independiente. 

2. Interpretaciones geométrica y física de la diferencial. La interpre- 
tación geométrica de la diferencial de una función se comprende sin 
dificultad al examinar la fig. 4, 
en la cual vienen representadas 
la gráfica de la función y = 
= f (х) (línea gruesa) y la tan- 
gente MP a la gráfica en el pun- 
to М (Zo, f (=). La diferencial 
dy es igual al incremento de la 
función lineal, cuya gráfica es 
la tangente MP. 

Si z es el tiempo e y = f (2), 
la coordenada del punto sobre la 
recta en el instante т, la diferen- 
cial dy= f’ (zp) Az es igual a la 
variación de la coordenada que obtendría el punto en el tiempo Az, 
si la velocidad del punto en el intervalo de tiempo [zp, zo + Az] 
fuese constante e igual a f’ (xo). La variación de la velocidad en 
este intervalo conduce а que, hablando en general, Ay 5© dy. Sin 
embargo, en intervalos pequeños de tiempo Az la variación de la 
velocidad es insignificante y Ay es dy = f' (ту) Az. 

3, Inyarlancia de la forma de la diferencial de primer orden. Supon- 
gamos que el argumento z de la función у = f (=), derivable en el 
punto Zo, es no la variable independiente, sino que es una función 
de cierta variable independiente t: z = Ф (t), además =, Ф to)» 
y ọ (4) es diferenciable en el punto £o. Entonces la diferencial de la 
función y = f (2) lo mismo que antes tiene la forma (2): dy = f’ (zo) dz, 
pero ahora dz es un incremento no arbitrario del argumento z (como 
en el caso, cuando z es la variable independiente), sino que es la 
diferencial de la función z = q (t) en el punto fa, es decir, dz = 
= ф' (to) dt. Esta propiedad [conservación de la fórmula (2) incluso 


de donde 
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en aquel caso, еп que = = q (1)] se llama invariancia de la forma de 
la diferencial de primer orden. 

4. Empleo de la diferencial para cálculos aproximados. Puesto que 
Ay = dy para pequeños Az, es decir, f (20 + Ат) — f (д0) = 
= f' (zo) Ат, tendremos que 


Í (zo + Az) = f (zo) + f' (z0) Az. (3) 


Esta fórmula permite hallar los valores aproximados de / (2, + му 
рага pequeños Az, si se conocen f (zo) y f’ (zo). Además el error al 
sustituir / (zo + Az) por el segundo miembro de la fórmula (3) 
será tanto menor, cuanto menor sea Áz, es más, este error para 
Az — 0 es una infinitésima de orden superior que Аг. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Dése la definición de la diferenciabilidad de la función en el 

punto dado. 

2. Demuéstrese el teorema de enlace entre la diferenciabilidad dela 
función en un punto y la existencia de la derivada en este mismo 
punto. 

. ¿Qué es la diferencial de una función en el punto dado? ¿De qué 

argumento depende? 

. ¿Puede la diferencial de una función en el punto dado ser una 

magnitud constante? 

. ¿Para qué funciones la diferencial es igual al incremento de la 

función? Adúzcanse ejemplos. 

¿Qué interpretación geométrica tiene la diferencial? 

¿Qué interpretación física tiene la diferencial? 

¿Qué se entiende por el concepto de invariancia de la forma de la 

diferencial de primer orden? Demuéstrese que la forma de la 

diferencial de primer orden es invariante. 

9. ¿Cómo puede emplearse la diferencial de una función para realizar 

cálculos aproximados? 


م m s‏ وم 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Hallar la diferencial de la función у = z? — z + 3 en el 
punto z = 2 mediante dos procedimientos: a) separando la parte 
Siken Ay respecto a Az; b) según la fórmula (2). 

a) TS A EAE 

+ (22 — 2 + 31 = 3Az + (Az). De aquí se deduce que dy = 


5 Y (т) = 2z — 1, f' (2) = 3. Por consiguiente, según la fór- 
mula (2) obtenemos dy = 3dz = 3Az. 
2. Hallar la diferencial de la función y = sen (2°): a) en el punto 


ж = zo; b) en el punto z = V7; с) en el punto z = Ул cuando 
—2. 
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A a) Según la fórmula (2), dy |z=x,= f (zo) dz = cos (z?) 2x de. 
b) Haciendo en la última igualdad z= Ул, obtenemos 


dY leya = —2V7 dz. pa 
= л. А 


с) Tenemos dy] 

3. Sustituyendo el incremento de la función por su diferencial, 
hallar el valor aproximado de: a) Y/ 0,98; b) sen 31°. 

A a) Examinemos la función y (2) = V 1+Fz. Puesto que y (0) = 1, 
00—00) = 0598, y ()=4(1+2)%, y'(0)=%, resulta quo 
según la fórmula (3) obtenemos  y=(—0,02) = y (0)+ 
+y (0) (—0,02) = 1—0,01 = 0,99. Así, pues, V 0,98 = 0,99. 

b) Examinemos la función y=senz. Puesto que у (80°) = 
= sen 30° = 1/2, y’ (30°) = соз 30° =V 3/2. 1° = 2/360 (radián) ex 
= 0,0175 (radián), entonces según la fórmula (3) obtenemos 


зеп 31° at = 0,5151. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


23. Represéntese en la forma (1) el incremento dela función: a) y = 
= é* en el punto z = 0; b) y = sen z en el punto z = 1/2; с) y = 
= arctg z en el punto z = 0. Escríbase la expresión para la función 
а (Az). 

24. Hállense el incremento y la diferencial de la función y = 
=x — 1-1 en el punto z = 1 у calcúlense sus valores рага 
a) Az = 0,01; b) Ar = 0,1; с) Az = 1; d) Az = 3. 

25. El movimiento rectilíneo del punto está dado mediante la 
ecuación р = 2/ + t + 1, donde ¢ se expresa en segundos y р, 
en metros. Hállense el incremento y la diferencial del recorrido р 
en el instante £ = 1 s y compárenlos рага: а) At = 0,1 s; b) At = 
= 0,2 s; о) At = 1 з. 

26. Hállese la diferencial de la función y en el punto z, si: 


а) у= УТ; b) y=1/x 0) y=In(24+Y2F1) 


а) у= zzl: в) y=arcseni; f) у= ащ; 


Б 

E) y=xe*; h) yaz sen х--созх. 

27. Hállense dy Пао Y dy smi, si: 

а) р 3—42; b) у= (12); с) у=о% 

d) у = sen (2/2); в) y = cos (az/2). 

28. Trácese la gráfica de la función у = In (1 + z) y represéntese 

gu a gráfica dy para a)2=0,d2=1b)2=1,d2=1,0)2=1, 
|; = 2. 
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29. Sea у= зеп х, donde z=cost. ¿Cuáles de las igualdades 
siguientes son válidas: а) dYlimaj=0; b) dy liana = dz; 
e) dy laa = — di? 

30. Utilizando la fórmula (3) y eligiendo el valor apropiado de 
Zo, hállense los valores aproximados de: a) соз 151°; b) arcsen 0,49; 
o) log 11; d) Y/ 1,01; e) arctg 1,1; f) еб, 

1. Demuéstrese la fórmula aproximada (para т pequeños) 


а= x a+ (а> 0). 


Con ayuda de esta fórmula hállense los valores aproximados 


de: а) YI; b) Y 255; с) 130. 


$ 3. Derivadas y diferenciales de órdenes superiores 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de las derivadas de órdenes superiores. Si la derivada 

f' (z) de una función y = f (z) está definida en cierto entorno del 

punto х, y tiene en este punto otra derivada, esta última de f’ (х) 

se llama derivada segunda (o derivada de segundo orden) de la función 

y = f (2) en el punto т y se denota mediante uno de los símbolos 
siguientes: f" (zo), 9 (zo), y" (20), Y® (zo). 

La derivada tercera se determina como la derivada de Ja derivada 
segunda, etc. Si ya está introducido el concepto de la derivada del 
orden (п — 1) y si la derivada del orden (л — 1) tiene derivada en 
el punto ту, dicha derivada se llama derivada n-ésima (o derivada de 
n-ésimo orden) de la función y = f (z) en el punto те y se designa con 
10 (zo) o y” (zo). 

De esta manera las derivadas de órdenes superiores se definen 
por inducción con la fórmula 


Yo (2) = 0-0 (2). 


La función que tiene derivada de n-ésimo orden en el punto zo 
se llama diferenciable n veces en este punto. La función que tiene en 
el punto ту derivadas de todos los órdenes se llama infinitamente 
diferenciable en este punto. 
Las derivadas de órdenes superiores de la función vectorial 
= r (t) también se introducen por inducción: 


F™ (1) = [r9 (01. 


Si r (t) = iz (1) + jy (t) + kz (0), tenemos r™ (t) = ы” (1) + 
OS 

Si la función r = r (t) describe el movimiento de un punto (t es 
el tiempo), resulta que la derivada segunda r” (2) es el vector acele- 
ración en el instante f. 


A 


2. Reglas principales para caleular las derivadas de n-ésimo orden 
1. (и 009 = u „иэ, 
2. FORMULA DE LEIBNIZ: 


(шо) Y) Саши"), donde шо 
— 


4 al 
vm, Cn qq: 014. 
3. Fórmulas para las derivadas de n-ésimo orden de algunas fun- 


и, 


ciones: 

1. (4) M=a(a—4)...(a—n+1)2-"(2>0, а es cualquier 
número). 
2. (4%) = а* (In a)" (0 < a 51); en particular, (6) = e“, 


3. (son 2) = зеп (+n). 


4. (соз z)™ = соз 2+1%). 

4. Diferenciales de órdenes superiores. Supongamos que = es una 
variable independiente y la función y = f (z) es diferenciable en 
cierto entorno del punto ту. La diferencial de primer orden dy = 
= }' (х) dz es la función de dos variables: z y dz. La diferencial de 
segundo orden (diferencial segunda) dy de la función у = f (z) en 
el punto z, se define como la diferencial de la función dy = /' (2) de 
en el punto х, bajo las condiciones siguientes: 1°) dy se considera 
como función sólo de la variable independiente = (con otras palabras, 
al hallar la diferencial de f’ (т) dz hay que calcular la diferencial 
de f’ (т), considerando dz como un factor constante); 2%) el incre- 
mento de la variable independiente т al hallar la diferencial de 
1' (2) se considera igual al incremento inicial del argumento, es 
decir, a aquel mismo valor de dz que figura como factor en la expre- 
sión dy = f’ (z) dz. 

ilizando esta definición, obtenemos 


92у | = (dy) а, = d [f (2) |x, dz = 
= {f (2)1 lax, dz} dz = f" (29) (82), 
o (escribiendo (dz)? ûn forma dz?) 
у |, = f” (Z0) de. 
La diferencial de n-ésimo orden arbitrario de la función y = 
= f (2) во defino por inducción según la fórmula 


dy=d (d"-ty) 


bajo las mismas dos condiciones que la diferencial de segundo orden. 
En este caso es válida la fórmula 


4"у lim = f" (д) de” (dz" =(d2)”), (1) 


de donde > 
j=. 0) 
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Si х es una variable no independiente, sino que la función de 


alguna variable £, entonces la fórmulas (1) y (2) comienzan a ser 
incorrectas (la no invariancia de la forma do las diferenciales de 
órdenes superiores). En particular, cuando п = 2, tenemos 


dy = f" (2) da" +f’ (z) diz. 


Il. Preguntas y tareas de control 


„ Dése la definición de la derivada segunda de la función y = f (2) 


en el punto т. 


. ¿Puedo existir la derivada segunda f” (24), si no existe la derivada 


primera /' (zo)? 
Аййтсазе un ejemplo de una función, para la cual existe /' (те), 
pero no existe f” (ту) 


4. Dése la definición de la derivada n-ésima de la función у = f (z) 


11. 
12. 
13. 
14. 


en el punto zo. 


. Se conoce que existe la derivada de n-ésimo orden de una función 


en el punto ту. ¿Qué se puede decir acerca de la existencia de las 
derivadas de orden inferior en el punto z, y en el entorno de 
este punto? 


. Dése la definición de la derivada de n-ésimo orden de la función 


vectorial. ¿Qué interpretación física se le puede dar a la derivada 
segunda de una función vectorial que describe el movimiento 
del punto? 


. Aplicando el método de inducción matemática, demuéstrese la 


regla para encontrar la derivada de n-ésimo orden de la suma 
y de la diferencia de dos funciones. 


. Obténgase la fórmula de Leibniz. 
. Dedúzcanse las fórmulas para las derivadas de n-ésimo orden 


10. 


de las funciones 2%, a, sen z, cos z, In z. 
Demuéstrese que, si f (т) es derivable л veces, tendremos 


a 
PLESE алд у [inact 


Calcúlense las derivadas de n-ésimo orden: (e%)0M, (sen (32+ 
4-2), A 2) 

Dése la definición de la diferencial de n-ésimo orden de la fun- 
ción y = f (2) en el punto 
Demuéstreso la validez de la fórmula (1) para la diferencial de 
n-ésimo orden en el caso, en que z es una variable independiente, 
¿Será válida la fórmula (1), si т es la función de cierta variable? 
Dedúzcanse en este caso las fórmulas para dy y dy. Demuéstrese 
que la fórmula (1) sigue siendo justa, si z es una función lineal 
do la variable independiente ¢, es decir, z = at +b (a y b 
son números). 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Hallar уй, si y = 23032, 

A La función dada es el producto de dos funciones; 2° y ез, 
Aplicando la fórmula de Leibniz, obtenemos 

(e)0 с дї (o0 4 
+ Cila) (PO + Ci O +... 
a... + (2900 e, 
Puesto que (22) = 0 cuando n > 3 y (е2) = ө?3^, resulta 
que (2202)10 = 2202319 + 10. 270% 3° + 45. 26238 = 30% (32° + 
+ 20z + 30). А 

El ejemplo examinado muestra que conviene emplear la fórmula 
de Leibniz en aquellos casos, en que uno de los factores es un poli- 
потіо con potencia р no alta. En este caso todos los términos de la 
fórmula de Leibniz, empezando con el (р + 2)-ésimo, son nulos, 

2. Hallar la derivada n-ósima de la función у= ++, 

A, La función dada puedo representarse en forma de у= 1-- 
+32. Por eso ی‎ =1 + (77) (р). A su vez 
7 Puede desarrollarse en fracciones simples: 

4 
ғ 
1 үш 1 үш 
(3). 
Calculemos sucesivamente las derivadas primera, segunda y tercera 


гта 
de la función гт: 


(E) =e- = 12-40 


(310 
z 


Por consiguiente, 


-9-2 e1)? = (—1)-2 (2—1, 


(55) 00210-3) (4) =(—4)9-31 24) 


Luego por inducción resulta fácil demostrar que 


(E = oa. 


De forma análoga 
1 үө_ (Pat 
a)" 


Así, pues, А А 
y= (— 1)" nl [er + eyr] А 


3. La función y == f (т) está dada en forma paramétrica mediante 
las ecuaciones z = а cos f, y = asen f, 0 < t< n. Hallar f (z). 

A Deduzcamos la fórmula para la derivada segunda de la fun- 
ción y = f (х) dada en forma paramétrica por las ecuaciones z = 
= g (0), y = y (0), considerando que las funciones ¢ (2) y + (1) 
son dos veces derivables y Ф (1) = 0. 

En virtud de la invariancia de la forma que tiene diferencial 
primera df" (2) =f" (2) dz, de donde f° (2) = A, Ya que f (2) = 
= e , resulta que dj’ (z) = (29) de. Tomando en consideración 
que dz ф' (t) dt, obtenemos 
у (00, 1 009 00—070 y) 

F() (+ 9) y РЕ O) | B 
Suponiendo en esta fórmula p=asent, p=acost, ф(х) = 
= arccos (z/a), obtenemos 

т 1 = Д са a 

A A ела 
E 


и=ә-цх)* 


En el ejemplo dado se puede hallar la expresión explícita рага 
1(®): f (£) = Va — 2° (—a < z < a). Calculando f" (z), obtene- 
mos, por supuesto, la misma expresión que con la fórmula (3). A 

4. El movimiento de un punto en el espacio se describe mediante 
las ecuaciones z = R cos f, у = R sen t, z = hf/2, t > 0. Hallar 
los módulos de los vectores velocidad y aceleración en el instante 
=4. 

A Con ayuda de la función vectorial el movimiento puede des- 
cribirse con la ecuación 


= iR соз t + jR зеп t + kht?/2, t>0. 


Derivando, encontramos 
r’ (t) = —iR sen t + jR cos t + kht (velocidad); 
т” (t) = —iR cos t — jR sen t + kh (aceleración). 


De aquí obtenemos |r’ () |= V REFRE, |r (1) |= y Fh, 
Ir" (t) |= V REFR? (el valor absoluto de la aceleración permanece 
constante). A 

5. Hallar la diferencial segunda de la función y = cos 2z, si: 
a) z es la variable independiente; = Ф (1), donde q (6) es una 
función dos veces diferenciable de la variable independiente £. 

A a) dîy = y” (2) (йт)? = —4 cos 2z (dz); 

b) фу = y” (т) (dz)? + y' (z) dz = —4 cos (29 (0) (ф' (1) a)? — 
— 2 sen (29 (£)) g” (£) (dt)? = —2 [2 cos (29 (0)) Ф (0) + 
+ son (24 (1) Ф" (01 (dit. А 


IV. Problemas y ejercicios 
Para el trabajo independiente 


32. Hállense las derivadas del orden indicado: 
а) (0-2); b) (sen az); с) (ANO; 
4) MENA ө) ENA f) (7 (Ф (2)); 


e) (VID; №) (E)% 1) (sen 22e; 


k) (z"cos 52X19; 1) (5) ®; ш) (чт): 


п) (хөз®ч; о) (In 3z)40, 
33. Hállese y™, si: F 
= 15: +5. 2; 
а) y=Vaz+b; b) y= ET: с) y=senta; 
d) y = соз? z; е) у = sen? z; f) у = соз? 2; 
8) у = sen az sen h) y = cos az cos fx; i) y = Z sen ах; 
k) y = z? соз az; l) y = (az? + bz + с) е; 

т) y= In EÊ; n) y=zshz; o) узса; 

р) y= а" + az" +... Gp 24 (a, son números), 

34. Para las funciones del ejer. 18, dadas en forma paramétrica, 
hállense f” (т) y f” (т). 

35. Exprésense las derivadas de la función inversa = = f~ (Y), 
hasta el tercer orden inclusive, a través de las derivadas de la fun- 
ción y = ў (2). 

36. El movimiento de un punto еп el espacio se describe me- 
diante las ecuaciones del ejer. 22. Hállense el módulo y los cosenos 
directores del vector aceleración en los instantes indicados. 

37. Hállense las diferenciales del orden indicado, si £ es la va- 
riable independiente: а) d? (2%); b) d*(Vz— 1); с) d? (x ln z); 
d) d™ (z sen z). 

38. Hállese d"y, si: a) y = sh z; b) y = ch (az); с) y = 22102. 

39. En cada uno do los casos siguientes compruébeso que la fun- 
ción y (z) satisfaga la ecuación correspondiente (С; son números 
arbitrarios): 


в) y = Сүзеп kz +C, соз kz, y” + Ey = 0; 
b) y = Сел + Се, y” — key = 0; 
de EA гоа (С, cos fz + С, зеп Вг), у” + 2ay' + (a° + 
y=0; 


d) y = C, sen z + С, созт + Cae” + Сив", y 0 — у = 0, 
40. Hállese /® (20), si f(z) = (2 — zo)" Ф (z) donde y (z) 
tiene la derivada contínua de (з — 1)-ésimo orden en el punto ту. 
е 0, 

41. Demuéstreso que la función | ету cuando z% 


0 cuando т=0 
es infinitamente diferenciable en el punto z=0. 
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Capítulo V 
Integral indefinida 


$ 1. Función primitiva e integral indefinida 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de la función primitiva y de la integral indefinida 
DEFINICIÓN. Una función F (т) se llama primitiva para la función 
tee el intervalo X, si Ё' (х) = f (х) Ух ЄХ. 

'eorema 1. Si Е, (2) у Р, (х) son dos funciones primitivas (o, sim- 
plemente, primitivas) cualesquiera рага f (z) en X, entonces Ё, (х) — 
— Е, (z) = С = const. 

COROLARIO. Si Р (т) es una de las primitivas para f (х) en X, cual- 
quiera otra primitiva Ф (z) para la función f (z) en X tiene la forma 

(z) = Р (z) + С, donde C es cierta constante. 

DEFINICION. El conjunto de todas las primitivas para la función- 
/ (x) en X se Пата integral indefinida de la función f (z) en el 


intervalo X y se designa con ўе dz. 
En virtud del corolario del teorema 1 (1) dz = F(z) +С, 


donde F (2) es una de las primitivas para f (2) y C, una constante 
arbitraria. 


(A veces con el símbolo $ 1 (z) dz se denota no todo el conjunto 
de primitivas, sino que alguna de éstas.) 

2, Propledades fundamentales de la integral indefinida 

ДАП ў На) == 1 (3) dz. 

2, f dF (z)=F (2) +C. 


За, LINEALIDAD DE LA INTEGRAL. Si existen primitivas de las fun 
ciones f (х) у g (2), en tanto que a у В son cualesquiera números 


reales, existirá también la primitiva de la función af (т) + Бе (2), 
además 


f 6/0) ве (#))4®=« | fz) dz +B | g (2) àz 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Dése la definición de la primitiva para la función f (z) en el in- 
tervalo X. 


2. Cítense ejemplos de las funciones que tienen primitivas. 


3, Adúzcanse ejemplos de dos primitivas diferentes para una misma 
función f (2). 
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4. ¿Acaso toda función tiene la primitiva? Examínese el ejemplo 
siguiente: 
1 cuando z>0, 


16 ( —2 cuando 2<0. 

5. Hállese la primitiva para la función f (х) = sen z, la cual en el 
punto z = л/2 toma el valor igual a 1 

6. Se conoce que dos primitivas рага la función f (т) = e“ en el 
punto z = 1 difieren en 2. ¿En cuánto diferirán estas mismas 
primitivas en el punto 4 

7. ¿La gráfica de qué primitiva para la función ў (z) = 1/(1 + a) 
corta el punto con coordenadas (1, 2л)? 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Demostrar que la función 


Ь 1 cuando z>0, 
senz=% 0 cuando z=0, 


—1 cuando z<0 


tiene la primitiva en cualquier intervalo que no contiene el punto 
г = 0 y no la tiene en todo intervalo que contenga dicho punto, 

A Ёп todo intervalo que no contiene el punto х = 0, la función 
sgn 2 es constante. Por ejemplo, en el segmento (1, 2] sgn z = 1 
y cualquier primitiva para la función sgn z en este segmento poses 
la forma F (х) = = + С, donde С es cierta constante. 

Examinemos ahora un intervalo que contiene el punto z = 0, 
por ejemplo, el segmento [—1, 3]. En el semisegmento [—1, 0) toda 
primitiva para Ја función sgn z tiene la forma —2 + C,, mientras 
que en el semisegmento (0, 3] la primitiva рага sgn z es igual a 
x-+ Cy. Sea cual sea la elección de las constantes arbitrarias С, 
y С, obtenemos en el segmento [—4, 3] una función que no tiene 
derivada en el punto z = 0. Si elegimos C, = Cy, obtendremos. la 
función continua y = | | + С (С = Сү = C,), que tampoco será 
diferenciable en el punto = = 0. De esta manera la función sgn z 
по tiene primitiva en el segmento 1—1, 3). 

El ejemplo examinado muestra que el problema acerca de exis- 
tencia de la primitiva para Ja función está ligado sustancialmente 
con aquel intervalo, en el cual se considera esta función. 4 

2. Un ejemplo físico importante de la primitiva da el problema 
de restablecimiento de la ley de movimiento rectilíneo de un punto 
material a partir de Ja velocidad prefijada. La velocidad instantánea 
о (i) es la derivada de la función s (£) que determina la ley de movi- 
miento de un púnto material. Por eso la búsqueda de la función 
з (t) por la velocidad prefijada v (t) se reduce al cálculo de la primi- 


98 


tiva para la función v (t). Toda primitiva para v (t) tiene la forma 
s0= | »@й+с. 


La constante С se determina de acuerdo con las condiciones adicio- 
nales. Supongamos, por ejemplo, que v (£) = a (t — to) + Vo (movi- 
miento con aceleración a = const), з (tp) = з. Entonces з (t) = 
= AGE + (t — to) + С. A partir de la condición adicional 


в (to) = з, encontramos С рог eso 
s()= +volt— t) + so 


$ 2, Integrales indefinidas inmediatas 
1. Tabla de las principales integrales indefinidas 
1 { oaz=c. 
п, уочен 
ш. СЕ 1 t ЕС (a—1). 
1. PE=mia1+0 0). 
у. ў а= +c (0<а51), ў еее +С. 
VI. $ sonzdz=—cosz+C. 
УП. Í coszdr=senz+C. 
УШ. $ > tgz+C (zan, nz). 
ІХ. {= ege +0 (zan, n€2). 


de aresenz4C, _ 
х, iv ape E 
xI $ de _ | arctez+C, 
° J IFAT | —arcctgz +C. 
хп. arnold VA 1140. 


==: 
XIV. | shzdz=chz+C. 
XV. | ehzdz=shz+C. 
XVI. { шр = that. 
ХУП. {а= 2+6. 


Il. Ejemplos de resolución de problemas 


Las siguientes integrales se reducen a las de la tabla mediante la 
жү, idéntica de la expresión integrando: 


ЕА) (7+) E eC. 
AR IATA 
4 
=$ (M4 1940. 
SAA (tt) 42 
==. 
4, | tgzdz= Í (+ tg z)— 1] dz = 7-1) de 
| س‎ | r 
3 
s { Нш (Ai) a, [+ [++ ES 
ea 3” -3f [ | | 
=1:+5 1 ez +C. 
6. (Vai Vania FE ане 
= $ У беп — соз тї dz = Í | cos z— sen z | dz (sen z+ cos 2) X 
X sgn (cos z— sen х) 4-С. 


Ш. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 
Hállenso los integrales: 
O ўа, 2. 10-2) VzYzaz. 


EA 


ү 6. | аха. 
A a в, | сезув, 
9. Узето dz. 10. | (27—3)w dz. 


sjy 2 1 © | جو‎ 
„ктш 5. бтрт. 
4 
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$ 3. Método de sustitución de la variable 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 
Teorema 2, Supongamos que la función z = q (t) está definida у es 
diferenciable en el intervalo T, mientras que el intervalo X es el con- 
junto de sus valores. Sea además que la función у = f (х) está definida 
en X y tiene en este intervalo la primitiva F (x). Entonces en el inter- 
valo Т la función F (q (t)) es la primitiva para la función f (q (0) X 
x Ф (0). 
bd teorema 2 se deduce que 


Fee’ @ а=) +С, (1) 


у, puesto que, REECE +O) ео | FO dz он 
resulta que la igualdad (1) puede escribirse en la forma de 


| Fa dz о HAN EV. e 
La igualdad (2) se llama FORMULA DE SUSTITUCIÓN DE LA VARIABLE 
en la integral indefinida. 
Si la función z = Ф (4) tiene función inversa £ = q”! (z), entonces 
de la igualdad (2) se desprende 


ў лав | 10 (0) 0 O dt lees: 8) 


Esta fórmula es Ја fórmula fundamental «de trabajo» al calcular la 
integral f } (2) dz, aplicando el método de sustitución de la variable. 


Il. Preguntas y tareas de control 


4. Escríbase la fórmula (2) de sustitución de la variable en la inte- 
gral indefinida. ¿Bajo qué condiciones esta fórmula es válida? 

2. ¿Qué condición deberá cumplirse para que de la fórmula (2) se 
deduzca la fórmula (3)? 


3. So requiere hallar la {ут FF dz para —2 < z < 2. ¿Será 
admisible para este objetivo la sustitución de la variable: a) = 
= sen t, —a/2 < 1< 1/2; b) z = 2 sen t, 0 < £ < 7/2; с) 2 = 
= 2 sen t, —n/2< «с 1/2; d) z = 2 cos t, 0 S t Š a/2; e) = 
= 209 f a << 2 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


Examinemos algunos procedimientos empleados para calcular 
las integrales con ayuda de Ja sustitución de la variable. 

4%, Transformación idéntica de la expresión integrando, sepa- 
rando la diferencial de la nueva variable de integración (sustitución 
elemental de la variable). 
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єў sd qe. hai» 
в $ ут! у=) - үз = 
Ра -4f (12d (1—2) рази. 


Я а (5) 
эв 02060 с тау _ 
а ру] 


$ (5 
lr 


усе). 
4. тъз | EEA |! 12 |С. 
5. | tgzdz= | E — 19100821 FC. 


de a 
z 
6. | at f cr б 
ala 


rca EE 
[+ (73) ES 
22, Algunas sustituciones. 
1. 1=(2/1=zdz. Pongamos ¿=(1—2)%, obtendremos 
z=1—0, de= —3£dt. Ahora resulta que 


т= | (—epr(—30)d=—3 | (erro 
=-3| (02040) di= (р) С, 


donde t= (1—2). 
2. I= | т%(2—5зу43йт. Hagamos t=2—52% entonces 2= 


=(42)", а – заз, Hollamos 
1-\50-0е(- 5) = -5f genen) = 
= 4.2. +. AP С, donde t=2—52% 
соз? зеп = оо [(cos"=4-1)—1] 
з. 1= PEZ = | а E dz. 
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Pongamos {= 1 +-соз?т, de donde dt= —2cosz sen z dz. Esto 
significa que 


mir 
3°, Sustituciones trigonométricas, al integrar algunas funciones 
irracionales. 
1. 1= | ¡Ep > Hagamos z= sont, 1/2 <t < 1/2, tendre- 
mos dz= 608240: Por consiguiente 


ti 


а Ла ЕС, donde t=1+cosiz, 


1 { es —tg14C, donde t=arcsenz. 


2. 1= | En Pongamos z=4tgt, —12/2<1<n/2, de 
donde dz Sk. Por eso 
I= | = mt, donde {= аго. 


Hagamos z= 1/sent, —x/2<t<0 y 0< 


costdt 
sent 


de 
з. 1= ут 
<1i<mx/2, entonces dz = — 


- De esta manera 


=. + y 16% 


=$ 1680 -Íh+0, donde t = агсѕеп. (2) A 


IV. Problemas y ejerciclos 
para el trabajo independiente 


Separando la diferencial de la nueva variable, hállonse las inte- 
grales: 


ат. [VIFF az. 18. ( EE. 


$ TEN 30 $ yaa" 
A ч 
а. f A f zo== dz, 


23. { mZ is, 24, $ senî zoosz dz. 


ro ү. Үс? * 
Н z 
mE. 2.3. 29. | EE aa, 


1 itz 
30. | ر‎ ne 
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Recurriendo a diferentes sustituciones, hállense las integrales: 
з. | 2901—55) аг. 32. A 


зз. cose Vena dz, 34. | E. 
њу e 
37, | Vadar, 38. [12 

dz 


e Û yaar. е | V йн (өг=ъши]. 
Al. ¡vz 42. } ужа. 


$ 4. Método de integración por partes 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 
Teorema 3. Supongamos que en el intervalo X las funciones и (z) 
y v (z) son diferenciables y existe la f v (z) u’ (z) dz, (es decir, la fun- 


ción v (2) u' (z) tiene la primitiva en X). Entonces fu (2) v' (2) de 
también eziste en X y 


$ u (2)v' (2) de=u (2) (= { v(z) uw (а) de. 


Esta igualdad se Пата FORMULA DE INTEGRACIÓN POR PARTES. 
Puesto que u' (х) dz = du, v' (х) dz = dv, tenemos que esta fór- 
mula puede escribirse en la forma de 


ў u do =u (2) v (2) f ойи. 


El método de integración por partes resulta cómodo рага emplear- 
lo en los siguientes casos: 

1. La expresión integrando contiene, en forma de factor, las 
funciones In z, In q (z), aresen z, arccos т, arctg z. Si en calidad 
de и (т) se eligen estas funciones, la expresión integrando v du de 
азая integral, por lo común, resulta más simple que la de par- 
tida, 

2. La función integrando tiene la forma de Р (z)j e**, P (х) sen az, 
P (2) cos az, donde P (z) es un polinomio respecto a la variable z. 
Si como u (z) se elige P (z), tendremos que en la nueva integral la 
función integrando de nuevo pertenece a uno de los tipos indicados, 
pero el grado del polinomio resultará ya en una unidad menor. Eli- 
giendo este polinomio de nuevo en calidad de и (т), reducimos el 
grado en una unidad más, etc. 


404 


3. La función integrando tiene la forma e** sen bz, e°" cos bz, 
sen (In z), cos (In z), ete. Después de la integración doble por partes 
se obtiene de nuevo la integral inicial con cierto coeficiente. La 
igualdad obtenida es una ecuación algebraica lineal respecto a la 
integral buscada. 


Il. Preguntas y tareas de control 


4. Escríbase la fórmula de integración por partes de la integral 
indefinida. ¿Bajo qué condiciones esta fórmula es válida? 
2. ¿Qué funciones son cómodas para integrar por partes? 


Ill. Ejemplos de resolución de los problemas 


8 I= | arctg zdz. Hagamos u=arctgz, dv=dz. Entonces 
= E, v=x. Por consiguiente, 


I=zugr—| ¿E =xarcga— g | AGED 


=zarctgz— In (1422)-+C. 


2. I= { з°е-*4х. Pongamos u==", dy=e"*dz, Entonces du= 
=2adz, v=-—e”". Por consiguiente, 


La — 2042 | edz — + 
+2(—=*+ | e*az) 


Pt LO. 
ST $ зеп (In 2) dz. Hagamos и = sen In z, dv=dz. Entonces 
du= cos Inzdz, v=x. Tenemos 
1= a sen Inz— | cos Inzdz=x sen Inz— 
— (zcosinz+ Í sen Inzdz). 


Hemos obtenido una ecuación lineal respecto a 7 
I = z (sen ln х — cos In х) — I, 


de donde encontramos 


I= 4 (sen In z—cos In з) С. 
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(a=1, 2, .. 


e к-н (224-93) 
=dz. Entero 


z pijoa 
(+9? = $ («+ do 


A Û т 


o | арт) 


= + Kal 


de donde 


201 
Ka = жар + ag Ka 


Hemos obtenido una fórmula recurrente, con ayuda de la cual 
К=з se expresa a través de К. Cuando а = 1, la integral K ез 
«casi» una integral inmediata: 


dz 1 z 
K= Û a= arte +0. 
Haciendo en la fórmula recurrente œ = 1 y conociendo Ку, halla- 
mos Ку. Poniendo a = 2 y conociendo K, hallamos Ka, ete. 
OBSERVACIÓN. Con ayuda de los métodos de sustitución de la 


variable y de integración por partes se obtienen las siguientes fór- 
mulas de uso frecuente: 


A |= parte +С (440). 
фа а= КЕС (20). 
3. |= ваа 1+С. 
4. У = arse +e (a>0). 
5. | y la V FESC. 
vaa VFER+C. 
e оомо +O (в>о). 
MS |+с. 


м 


са 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Hállense las integrales: 
43. | inzdz, 44. | YZIntzdz. 45. | 29-42. 
46. | atsen2zdz. 47. Í arcsenzáz, 


48. { aa, 49. $ sen ln (tg) dz. 


E 
zin (:++ УГЕ) 
50. | (сц 2с. 51. ў ыы аг. 


52. (Уза тйс. 53. | cos(inz)dz. 
54, | e= senbzdz. 55. | "sentada. 


$ 5. Integración de funciones racionales 
1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Descomposición de una fracción racional en suma de fracciones 
simples. Examinemos una función racional (o una fracción racional) 
Р, (2)/Qm (2). Aquí Р, (2) у Qm (z) son polinomios de grados n ут 
respecto a la variable z. 

Si n > т, o sea, la fracción esimpropia, ésta podrá representarse 
en la forma siguiente 

Pr (2) Ву (2) 
TE -Pnn (04-009 (#< т) 
0, como se dice, separar de ella la parte entera Р„.„(т). 

Como resultado la integración de una fracción racional impropia 
se reduce a la integración de la fracción propia Ra (2/Qm (2). 

Teorema 4. Supongamos que Р, (2)/Q (т) es una fracción racional 
propia (п < m), y la descomposición de Qm (т) en el producto de los 
Jactores reales irreducibles tiene la forma 


Oní2)=(2—aJ* ... (2—0) (a+ pz +g)" ... (erro, 


donde a, . . ., b son las raices reales, 2 + pz +q, .. ., 3? + rz +s 
son trinomios de segundo grado que no se descomponen en factores reales. 
Entonces 

Pal) __ А, А 


TH 


TRE o t = 


Be Bp-i 
== ылмы 
В, Му Ny Ма 
e НЕС 
Kirt Lo Куг Ly 
те а 0 (9) 


donde A Bi, Mı, Ni Ki Li son números reales. 
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Los fracciones que figuran en el segundo miembro (1), se llaman 
simples y la propia igualdad (1) se llama descomposición de una frac- 
ción racional propia Р, (2)/Qm (т) en suma de fracciones simples con 
coeficientes reales. 

2. Integrabilidad de las fracciones simples reduciéndolas a funcio- 
пез elementales. Cada una de las fracciones simples se integra, о sea, 
se reduce a funciones elementales: 

1) $ d2= Ааа 

B 1 


B Я 
2) ¡e Ep +С (a>1); 
сараа 


Mz4N р м 4 Мр 
a E а траат (А 22) Ka (>1) 
onde а 


> de m 7 =q- 
Kejp "нин ae 


La integral K, se calcula aplicando la fórmula recurrente (véase 
el $ 4). 

3. Procedimientos prácticos de descomposición de una fracción 
propia en suma de fracciones simples. 

MÉTODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS, Examinemos este 
método en el ejemplo siguiente. La descomposición de una fracción 


propia -ppp pey * suma de fracciones simples de 
acuerdo con el teorema 4 tiene la forma 
z =й B , C+D 

аян): E Гг, 
Reduciendo al común denominador e igualando los numeradores de 
las fracciones obtenidas, llegamos a la igualdad 

ж = A (2z — 1) (02-1) + В (z + 1) è + 1) + 
+ Cz (z + 1) (2z — 1) + D (z + 1) (27 — 1). (2) 
Dos polinomios son idénticamente iguales sólo en caso de que 

sean iguales los coeficientes de cada una de las potencias iguales 


de т. Igualando los coeficientes, obtenemos un sistema de ecuaciones 
para determinar А, В, С y D: 


para 2: —A + B 


рага т: 24 +8 — 
рага 2: —A +B + 
рага 2: 2A + В + 
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Después de resolver este sistema hallamos los coeficientes A, В, С, D. 
Semejante procedimiento general, incluso en el ejemplo con cuatro 
coeficientes indeterminados, conduce a un sistema de cálculo muy 
voluminoso. 
En tanto que utilizando la identidad (2), Podemos encontrar 108 
coeficientes desconocidos ne una manera más ищ, е: 


a) haciendo en (2) =$; obtendremos =B de donde 
Botes 

b) poniendo en (2) z= — 1, obtendremos —1=A+(—3)-2, de 
dondo A=; 

с) haciendo еп (2) z=0, obtendremos 0= —A+B—D, de 
donde Dm ВА 15: 

д) comparando los coeficientes de 2°, obtendremos 0= 24 + 
+B+2C, de donde C= —Û (24+ B= —É (5+ +)=- + 


MÉTODO DE ELIMINACIÓN. Das un procedimiento útil 
para calcular algunos de los coeficientes indeterminados. Sea 
Р, (2) Pn (2) 

Qn (2) (т—а)®ф() 


es decir, el e real а es la raíz múltiple de orden с del poli- 
лоо Qm (2). 

А la raíz múltiple real z = а corresponde en la descomposición 
de la fracción Pa (2)/Qm (т) una cadena de fracciones simples: 


‚ donde (а) 0, 


Para hallar el coeficiente A, del grado superior del denominador, 
es necesario on el donominador de la fracción inicial < = 
а)" 908) 

eliminar (x—a)” y en la fracción restante hacer zma, es decir, 

= 2) 
а= 

Esto método resulta muy cómodo si todas las raíces del denomi- 
nador son reales y simples. Entonces haciendo uso de este método 
pueden encontrarse todos los coeficientes indeterminados, 

Por ejemplo: 


242 
2-1) E 
nl % 


+2 
B= zF): 


ete. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. ¿Acaso toda fracción racional es reducible a funciones ele- 
mentales? 

2. ¿Por qué se investiga el problema de integración sólo de las 
fracciones propias? 

3. ¿Qué significa «separar la parte entera de una fracción impropia»? 

4. ¿En qué factores reales primos puede descomponerse un polino- 
mio con coeficientes reales? 

5. Se conoce que el número 2 — ¿ es la raíz de un polinomio con 
coeficientes reales. ¿Será cierto que el número 2 -+ i ез la raíz 
de ese mismo polinomio? 

6. ¿En qué fracciones siraples se descompone la fracción 

РЕЧІ ? 
та) 

7. ¿En qué consiste el método de coeficientes indeterminados al 
descomponer una fracción en la suma de fracciones simples? 

8. ¿En qué consiste el método de eliminación al calcular los coefi- 
cientes indeterminados? 

9, Hállense mediante el método de eliminación los coeficientes 


indeterminados en la descomposición de la fracción mraz 


10. Hállense, aplicando el método de eliminación, los coeficientes 
indeterminados en la descomposición de la fracción 
E 


. O Hágase z* = у y luego utilícese el mé- 
E 1 
e Ada, х 


Ill. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Hállense las integrales: 
56. eger A 57. E r Е 


$ 6. Integración de algunas funciones 
irracionales 


I. Sustituciones fundamentales 
para racionalizar las integrales 


En este párrafo y en los siguientes por medio de R (т, y) se de- 
nota una función racional de dos argumentos z e y. 
1. Integración de las irracionalidades lineales Arscotonartas. Lo 


integral dol tipo { F(z, Y ЕЁ) az (23) so racionaliza, 
es decir, se reduce a la integral A una función racional, con ayuda 
de la sustitución 


atb 


a 
tey с: 


1. Sustituciones de Euler. El problema de integración en funcio- 
nes elementales de las integrales del tipo f R (z, VaR 5540) de 


(a + 0) se resuelve con ayuda de las sustituciones de Euler que racio- 
nalizan las integrales de este tipo. 

Si el trinomio cuadrático az? + bz + с tiene raíces complejas 
(en este caso el signo de a coincide con el signo del trinomio que 
figura bajo el signo de raíz, es decir, a > 0), entonces se emplea 
la primera sustitución de Euler: 


= Маъ ++ үа. 


Si az? + bz + с = a (z — т) (= — z), donde z, y т, son raíces 
reales, entonces para racionalizar la integral se emplea la segunda 


sustitución de Euler: 
Уё+ы+е 


22 


3. Otros procedimientos de integración de las irracionalidades 
cuadráticas. Las sustituciones de Euler, desempeñando un papel 
teórico importante, en la práctica conducen habitualmente a cálculos 
voluminosos, por lo que a ellas se recurre en casos excepcionales, 
cuando no se logra а Ue ишш ala simple la integral, apli- 
cando otro procedimiento. Uno de esos procedimientos es el siguiente. 
Si en el trinomio cuadrático ах? + bz + с se separa el cuadrado 
perfecto, es decir, se logra reducirlo a la forma 


(+E) + (eE) y mou 


У. 


t 
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resulta que la integral È R(z, Vaz" 24-с) de so reduce a uno 
de los tres tipos siguientes: 


GRE Утта, È R, (t, VEZ) dt, $ Rale, Иса) а. 
Haciendo en la primera de estas integrales la sustitución £ = sen u; 
еп la segunda, 1/2 = sen u; en la tercera, £ == tg u, obtenemos las 
integrales del tipo ÎR (sen u, cos u) du (véase el $ 7). 

Examinemos un método más de cálculo de las integrales de tipo 
{н (z, Vaz F Bz F с) dz (sin emplear las sustituciones do Euler 


y las trigonométricas). Con este objetivo transformemos la función 
integrando, obteniendo una función de tipo especial. 


Puesto que las potencias pares de la expresión Va ът с 


son polinomios, entonces la función А (=, Иа +02 с) puede 
representarse en forma de 


a PODA Иа TE 
Стура ' 


donde 2, Q, S y Т son polinomios. Para suprimir la irracionalidad 
en el denominador, multipliquemos el numerador y el denominador 


de esta fracción por S (ж) — T (z) Vaz bz + с. Obtendremos 
A B A 
R(E, VFF) AB VERE ETE A ү 


Ва) (Ье) _ Ry) 
MN ' 


donde A, B, y С son polinomios; R, (х) y Ra (т), fracciones гасіо- 
nales. 
El cálculo de la integral de R, (т) viene descrito en el $ 5. 
Separando en la fracción racional А, (х) la parte entera Р, (z) 
y descomponiendo la fracción propia restante en suma de fracciones 
simples, llegaremos a los tres tipos siguientes de integrales 


va (0 
efe a 


f (M24 N) de (8) 
(+t) Рт d 


Estas integrales pueden calcularse de la siguiente manera. 
1. Para la integral (1) es válida la fórmula 


Pa(ajdz __ FT de 
$ Taig Q (Va EFA | yamm ۵ 


“2 


donde Q,-, (z) es un polinomio de potencia л — 1 y А, cierto nú- 
шего. Para determinar los coeficientes Q., (т) y el número А dife- 
renciemos la identidad (4). Después de reducir al común denomi- 
nador, obtenemos la igualdad de dos polinomios. Comparando los 
coeficientes de potencias iguales, hallamos los coeficientes desco- 
посійоз, La integral que figura en el segundo miembro de (4) зе 
reduce a una integral de las expuestas en las tablas, formando un 
cuadrado perfecto en la expresión subradical. 

2. La integral (2) se reduce a la integral de tipo (1) por medio 
de la sustitución ¢ = 1/(z — р). 

3. La integral (3) en el caso en que 

A 
sp © 

es decir, cuando los trinomios cuadrados coinciden con precisión 
de hasta el factor (az? + ba + с = а (2? + pz + q), a > 0), puede 
representarse en forma de suma de dos integrales 


M (224 p) de 1 М) de 
зү: | چن‎ (0 — a 
(peta) tto) 2 
La primera de estas integrales se racionaliza mediante la sustitución 
f = z? + px + q; la segunda, por medio de la sustitución 
, 224+p 
t=(V FF = $ 
(VF pea) EE 


Si Jas correlaciones (5) no se cumplen, entonces la integral (3) 
primero se reduce a la forma 


Pumas (0) dy 
ат ">O: ® 


De esta manera, зі A= £, tendremos que el tipo (6) se 
obtiene mediante la sustitución z= y — р/2. 

S ,ج‎ para reducir la integral (3) al tipo (6) se emplea 
la sustitución z= ÊY , Los coeficientes p y v so eligon de tal 


manera que los trinomios cuadrados obtenidos no contengan términos 
de primer grado respecto a y. 


En la integral (6) la fracción т me W) ев propia y después de 
descomponerla en fracciones simples se obtienen las integrales 


de tipo 
( иду 
ттт 
y dı 
C S 7 
f aR Ves ° m 
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La primera de ellas se racionaliza mediante la sustitución £= 
= Vry" 5; la segunda, por medio de la sustitución 


1= VT = ll. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. ¿Qué sustitución racionaliza la integral de una irracionalidad 
lineal fraccionaria? 

2. ¿Qué tipo de integrales se calculan con ayuda de las sustituciones 
de Euler? 

3. ¿Qué importancia teórica tienen las sustituciones de Euler? 

4. ¿Con ayuda de qué sustituciones trigonométricas se calculan las 


integrales: | Vi=Zaz, | Уз#—3а, (VA F3dz, 
[Уатта | үка 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


ati а. 
ts $ VER Hagamos £ 
= тебу: Por consiguiente, 
ж. 4 a) м-н 
1 -3f ваге ہاچ‎ ri + V3 arete УЗ +С, 
pa ше 
donde t= у EH. 


+ dz 
2. 1= = 


de donde dz= 


entonces Vödt =2 dz y, por consiguiente, 
de 


va 


Hagamos ahora Len u, de donde —L =созийи. Por eso 


1 -4f сов u du sen u =-4Í snudu __ 
Ap зш» оа cada 
+ юеш) 5 Eco 
)4ے‎ dlou) _4 I yp | Y 8+V 3008 u 
A er de 


3 
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vi 


donde и==агезеп 7 + Dofinitivamente obtenemos 


al m| @#-н) УЗ+ VIE |+. 
VE |+) V2- VR {== 
3. Calculemos la integral del ejemplo 2 sin emplear la sustitución 


trigonométrica, La integral tiene la forma (3), donde p = 1, g = 1, 
a = 1, b = 1, c = —i, es decir, están cumplidas las condiciones 


с=т 
Poniendo z=y—2, llegamos а la integral do tipo (7) I= 


=f س‎ , la cual se racionaliza mediante la susti- 
(e) Vr 
tución 
iS (Y v-5) => (8) 
Vr 
De la expresión (8) obtenemos e(9-¿) =p, de donde 
3 
2а. 
vi. @) 


Escribiendo la fórmula (8) en forma de гр 42 =y у deri- 
vándola, obtenemos ay ri y v-3) w= o, to 


mando en consideración (8), de / | vi +ttdy=dy, de donde 
иы ME. 1 
точе TE m 
4 


Introduciendo las expresiones (9) y (10) en la integral 7, tenemos 


7 а а зы) = Z+ 
| Tae VE |+©' 00009 aya е 
es decir, 
I= In |+ VA VIE |+ 
= ув "|4 V2- Vse) A 
de 1 


ia g Jue геу 
4.1 ут Hagamos К= %401008 de 
=- Fu س‎ tdrt, Luego utilizamos la fórmula (1): 


Гаі 
ай o АБЕКЕ. de 
TT = (41+ B) VF +3+14 1 | тг 
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Diferenciando esta idontidad, obtenemos 


e (At+ В) (104 + 5) A 
VA урет" 


Reduciendo al denominador común y comparando los coeficientes 
de potencias iguales de f, encontramos А = 1/10, В = —3/20, 
A = 11/40. Acto seguido 

a(1+3) 


{кеттт y Leiro ml 


Amar Иен |+. 
Definitivamente tenemos 
1 — (t-i) VPF 
41 1 TTY 4 
¿li y reo, 
, o bien 
3:—5 
== FF 
(+4) V5+2V PFEF 
| = |+с. 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo Independiente 


Hállense las Г 


VERY 
п. | SLE тру: Û Ty 


zdz 
т. | 
) устеу тг e= Vati 


àz УЕ +2 
i; eye: P: ¡E چ‎ 
80. а в. {== 
142 


$ de 
ap n ny 2-1 


f 
$ 
$ 2 
f 
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Pava: 


$ (241) de 
FARI К+ 
вв, (vin 
E LE = 
|" 91 (214) de 
TVA ° J HH) уН” 
$ h 4) dz 
(2—0) Var 

$ 7. Integración de funciones trigonométricas 


1. Sustituciones fundamentales 
para racionalizar las integrales 


La integral del tipo f R (son z, cos z) dz se racionaliza con ayuda 


de la sustitución trigonométrica universal £ = tg (2/2). En la prác- 
tica ésta conduce con frecuencia a cálculos muy тй, En una 
serie de casos son más cómodas otras sustituciones: 

a) t = cos z, ві Ё (=sen z, cos z) = —R (зеп т, соз z); 

b) t = sen z, si А (sen z, —cos т) == —R (sen z, cos х); 

с) t = tg z, зі А (—sen z, —cos х) =R (sen z, cos z) 


Il. Ejemplos de resolución de problemas 


1. I = |cos' z dz. La función integrando se refiere al caso b). 


Por eso hagamos t = вел z. Obtendremos dt = cos z dz, cost z = 
= (1 — sen! z)? = (t — ^)" е 


pe $ (epa ir 040, 
donde t = sen z. 
2. I = {зеп 5z cos z dz. En el caso dado resulta más simplo cal- 


cular la integral sin recurrir a Дае, sustituciones y representando la 
función integrando en la forma eon 4z + зеп 6z). Entonces 


I= Û (son 4r + son 6z) dz = — -4 cos 4z —+{у созбу-Еб. 
3. 1= es. Aquí зе puedo hacer la sustitución uni- 
versal £= tg 5. Entoncesz=2arctgt, dz= ¿pio mr. 


“т 


сов == ZÎ y la integral Z se reduce a la integral de una función 


racional. Sin embargo, será más simple transformar al principio 
la función intogrando: 


1 


A 
Ттт ч PA 


b 
dondo smpe уе. ر = ودد‎ y hacer luego t= tg EE. 


Entonces dz Êy , son (4-9) = 27 y, por consiguiente, 
de 
¿A 


mm $ 


eo |¢ 2|. 


Ill. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Hállense las integrales: 
93. | sentzdz, 84. | sentzcostz dz. 


95. | zaz. 96. | 1g9xdz, 
de de 
ai “iz 
99. | coszcos2zcos3zdz, 
100. | зеп? 22 соз 32 de. 
de 
101. $ 2senz—coszF5 * 
102. {= para а) O<e <1; b) 2>1. 
sent z d: зеп д> 
оз, | а. 104 Û Заа 
de 
105. | Er 


Capítulo VI 
Teoremas fundamentales 
de las funciones 
continuas y derivables 


$ 1. Teoremas de acotamiento 
de las funciones continuas 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de una función acotada, Sea la función у = f (z) 
definida en el conjunto X. 

DEFINICION. Una función у = f (z) se llama acotada superior- 
mente (inferiormente) en el cunjunto X, si 3 un número М (т) tal 
que Vz Є Х se cumple la desigualdad f (z) < М (f (z) > т). 

El número M (m) se llama cota superior (inferior) de la función 
en el conjunto X. La función y = f (т) se llama acotada en el con- 
junto X (o acotada por ambos lados), sí está acotada superior e in- 
feriormente en este conjunto. 

2. Teoremas de acotamiento de las funciones continuas. 

Teorema 1 (DE ACOTAMIENTO LOCAL DE UNA FUNCION QUE ES CON- 
TINUA EN UN PUNTO). Si la función у = f (2) es continua еп el punto 
Zo, existirá un entorno del punto zo, еп el cual esta función está 
acotada 

Teorema 2 (SOBRE LA ESTABILIDAD DEL SIGNO DE LA PUNCIÓN CON 
TINUA), Si la función у = f (т) es continua en el punto zo y Í (20) = 0, 
existirá un entorno del punto ту, en la cual f (х) tiene el mismo signo 

ue f (20). 
s Ж 3 (PRIMER TEOREMA DE WEIERSTRASS). Una función con- 
tinua en un segmento está acotada en este segmento. 

3. Cotas exactas de la función. 

DEFINICION. Æl número М se llama cota exacta superior de una 
Бе, y = f (т) en el conjunto X, si: 

1%) Vz € X se cumple la desigualdad f < M; 

2°) VM’ < М Эх’ ЄХ tal que f (2) > М 

OBSERVACION. La 1° condición significa que el número M es 
una de las cotas superiores de la función y = f (2) en el conjunto Х. 
La 2% condición significa que M es la mínima de las cotas superiores 
de la función y = 7 (z) en el conjunto X, es decir, ningún número M’, 
menor que M, es la cota superior. 

La cota superior exacta de la función у = f (z) en el conjunto X 
se designa así: sup / (z). Si la función у = f (z) no está acotada súpe- 


riormente en el conjunto X, entonces se escribe sup f (2) = +00. 
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De manera análoga se determina la cota inferior exacta de la 
función: inf (2). La diferencia sup f (z) — int f (z) so llamo oscila- 


ción de la función y = / (т) en el conjunto X. 

Teorema 4 (SEGUNDO TEOREMA DE WEIERSTRASS) Una función 

Í (ж) continua еп un segmento la, b] alcanza en este segmento sus cotas 

exactas, es decir, 32" ya" € la, b] tales que f (2) = inf f (2), f (2°) = 
a, 


= sup / 08). 


(a, b) 

i la función y = f (2) alcanza en el conjunto X su cota superior 
(inferior) exacta, entonces aquélla tiene en X el valor mázimo (mí. 
nimo), además máx / (z) = sup (=) [respectivamente mín f (z) = 


= inf f (т)]. En caso contrario la función no tiene en el conjunto X 


el valor máximo (mínimo). 


1. Preguntas y tareas de control 


4. Dése la definición de una función acotada superiormente (in= 
feriormente) en el conjunto Х 

. Utilizando la regla de construcción de negaciones para las expre- 
siones con cuantificadores, enúnciese la definición de una fun- 
ción no acotada superiormente (inferiormente) en el conjunto X. 

3. Demuéstrese que la definición de una función acotada equivale 
a la siguiente: una función у = f (z) se llama acotada en el con- 
junto X, si 3 un número А >0 tal que Yz € X se cumple la 
desigualdad | / (z) | <A. Е 

4. Enúnciese la definición de una función no acotada en el соп- 
junto X recurriendo a la negación de la definición aducida en la 
tarea 3. 

5. Enúnciese el teorema de acotamiento local de una función con- 
tinua, 

6. Demuéstrese que el teorema de acotamiento local de una fun- 
ción sigue siendo válido, si la condición de continuidad de la 
función en el punto =, se sustituye por la condición de existen- 
cia de lím f (2). 


E 

. Enúnciese el teorema de estabilidad dol signo de la función 

continua. 

8. Se conoce que f (х) es continua en el punto zo y f (х) = 0. ¿Se 
podrá afirmar que f (т): a) tiene un signo determinado en cierto 
entorno del punto х0 (a excepción del propio punto zo); b) no 
tiene signo definido en ningún entorno del punto zp? 

9. Enúnciese el primer teorema de Weierstrass. 

10. ¿Será cierta la siguiente afirmación: «Una función continua en 
un intervalo está acotada en este intervalo»? 

11. ¿Puede una función no acotada en un conjunto X ser continua 

en este conjunto, si: a) X es un segmento; b) X es un intervalo? 


ю 


12. Dése la definición de las cotas exacta superior y exacta inferior 
de una función. ¿En qué caso se supone que ш] (2) = —со? 


inferiormente) еп un conjunto X tiene en este conjunto la cota 
éxacta superior (inferior)». 
14. Enúnciese el segundo teorema de Weierstrass. 
45, ¿Será cierta la afirmación: «Una función continua y acotada en: 
un intervalo alcanza en este intervalo sus cotas exactas»? 
16. ¿Será cierta la afirmación: «Si una función no alcanza en el seg- 
mento (a, b] su cota exacta superior (o inferior), entonces aquélla 
es discontinua en este segmento»? 
¿Será cierta la afirmación: «Una función discontinua en el seg- 
mento la, b] no alcanza en este segmento sus cótas exactas»? 
18. ¿Serán ciertas las afirmaciones: 
a) «Una función у = ў (х) acotada en el segmento la, bl 
tione máx / (z) y mín f (z)? 


b) «Una función continua еп el segmento la, b} tiene 
mêx f (2) y шіп f (z)? 


49. ¡ón ciertas las afirmaciones de la tarea 18, si el segmento 
а, b] se sustituye por el intervalo (a, b)? 


13. е cierta la afirmación: «Una función acotada superiormente 


s 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


4. Demostrar que lá función y= está acotada en la recta 


1-2" 
numérica (— оо, +00). 


A Puesto que 2° >> 0, entonces 1 4- 2? > 1, y, por consiguiente, 
Vz € (—co, +00) se cumplen las desigualdades 


от. a 
De aquí se deduce que la función y= р -+ = está acotada om 


(— оо, +o). А 
2. Hallar las cotas exactas de la función que figura еп el ejem- 
plo 4 y detorminar, si ésta tiene los valores máximo y mínimo. 


A Está claro que $70 cuando z—oo, por eso esta 

función puede tomar valores, tanto como se quiera, próximos de 
r 1 

cero. Es natural suponer que at т =0. Demostremos esto, 


=. 
valiéndonos de la definición de la cota inferior exacta. Нау que 
mostrar quo están cumplidas dos condiciones: 


1%) VZE(—o0, + оо): >20 
2%) Vm>037' tal que ¿¿<m. 
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La 1% condición se cumple en vigor de la desigualdad izquierda (1). 
Demostremos que está cumplida la 2° condición. Prefijemos un 


m>0 arbitrario. Si m>1, la desigualdad Tir <r se cumple 
en virtud de (1) para todos z’. Sea т <4. Entonces 1. — 1>0. 


Tomemos on calidad do 2' cualquier número tal que >] 14. 
Entonces 1? > 41, de donde аа у. por consiguiente, 
а S lo quo se trataba de demostrar. Así, pues, 
inf =0. 
coto) TES 4 
De manera análoga se puede demostrar que sup „iy = 1. 
E 
Advirtamos ahora que la función y= yy toma el valor igual 
a 1 (cuando z=0), pero no toma el valor igual a 0 para ningún 
2 (==>0 Vz). Por esto la función dada tiene en (— оо, +00) 


el valor máximo (a r = 1), pero no tiene el valor 
mínimo. A 

IV. Problemas y ejercicios 

para el trabajo independiente 


1. Demuéstrese el acotamiento de la función: 
a) Y= en la somirrecta (0, + oo); 


b) => en la recta numérica (—оо, +00); 


с) y==sonL on (—оо, +00); 
d) y = arctg 2* en (—oo, +00); 
e) у = те-* en (0, +00). 
2, ¿Estarán acotadas las siguientes funciones: 
a) y = x* en [—5, 10); b) y = 2? en [—5, +00); 
с) у = z cos (1/2) en (—оо, +00); 
240-0 cuando 251, 

8) Y= | 0 cuando г=1‚*® o 2; 

е) y=24%-=9 en (0, 1)? 

3. Adúzcase un ejemplo de una función que en cierto conjunto X: 
a) está acotada superiormente, pero no lo está inferiormente, b) está 
acotada inferiormente, pero no lo está superiormente; c) no está 
acotada ni inferior пі superiormente. 

4. Supongamos que una función f (z) está definida en un con- 
junto X у que Vz € X existe un entorno en el que f (т) está acotada. 
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¿Se podrá deducir de aquí el acotamiento de f (z) en X, si: a) X es 
un intervalo; b) X es un segmento? 

5. Adúzcase un ejemplo de una función f (z) que es continua e 
igual a cero en cierto punto д, y: a) tiene un signo determinado en 
cierto entorno del punto =, (a excepción del propio punto =,); b) no 
conserva el signo en ningún entorno del punto Zo. 

8. Adúzcase un ejemplo de una función continua en el intervalo, 
pero no acotada еп éste: a) superiormente; b) inferiormente; с) por 
ambos lados. 

9. Cítese un ejemplo de una función definida en la, b], pero no 
acotada en [a, b): a) superiormente; b) inferiormente; с) por ambos 
lados. ¿Puede semejante función ser continua en (a, 5]? 

8. Hállense las cotas exactas de la función: 


a) => en (0, +00); 

b) 1 (2) = 2° on [—5, 10); 

0) f(2)=arctg2* en (—00, 4-00); 

d) f (ж) = зеп х--созт en [0, л]; 

e) }(х)==2\/®- әп (0, 1). 

¿Alcanzará f (z) sus cotas exactas en el conjunto indicado? 


9. Adúzcase un ejemplo de una función / (т) en la cual: a) 
ept) = +œ; b) inf / (2) = —o. 


10. Cítese un ejemplo de una función continua y acotada en un 
intervalo, la cual en este intervalo: a) alcanza sup, pero no alcanza 
inf; b) alcanza inf, pero no alcanza sup; c) no alcanza ni sup, ni inf. 

11. Dése un ejemplo de una función acotada en un segmento, la 
cual en este segmento: a) alcanza sup, pero no alcanza inf; b) alcanza 
inf, pero no alcanza sup; c) no alcanza ni sup, ni inf. ¿Puede seme- 
jante función ser continua en el segmento? 

12. Cítese un ejemplo de una función que en cierto conjunto X 
tiene sup e inf, pero no tiene máx y mín. 

13. Encuóntrese la oscilación de la función: 

a) f (z) = 22 en (A, 2% 

b) ў (z) = sen (1/x) en (0, e), donde e es un número arbitrario; 

с) / (2) = z sen (1/x) еп (0, 4); 

d) / (т) = z | sen (1/x) | en (0, 4). 

14. Designemos con т [fl у М [f] las cotas exactas inferior y su- 
perior, respectivamente, de una función / (z) en el conjunto X, Su- 
pongamos que f, (z) у 7, (z) están definidas en X. Demuéstrese que 


m ifi + fal > ті) + m [f:l 
Mih + fal 5 M ll +M fal 


Dense ejemplos de las funciones f; (z) y fa (z), para las cuales en las 
expresiones aducidas tiene lugar: a) el signo de igualdad; b) el signo 
de desigualdad. 
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$ 2. Continuidad uniforme de una función 
1, Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de la continuidad uniforme de una función. Suponga- 
mos que el conjunto X ез un intervalo o consta de varios intervalos. 

DEFINICIÓN. Una función j (х) se llama uniformemente continua 
en el conjunto X, si Ve > 0 3 ô = ô (e) >0 tal que Vz, 2 ЄХ, 
que satisfagan la desigualdad | z — x' | < б, se cumple la desigualdad 
14 (2) — f (2) 1< e. 

OBSERVACIÓN. De la definición se deduce que si una función es 
uniformemente continua en el conjunto X, entonces es continua en 
este conjunto, es decir, es conti- 
nua en cada uno de sus puntos. 
La diferencia entre continuidad 
uniforme de una función en el 
conjunto X y la continuidad 
«corriente» en este conjunto (es 
decir, la continuidad en cada uno 
de sus puntos) consiste en que 
en caso de continuidad uniforme 
Ve 220 se encontrará un ô (e) >0 
«necesario» (tal como el que se 
requiere según la definición), 
común para todos z € X (ё de- 
pende sólo de e y no depende de 
z), mientras que еп caso de la 
continuidad «corriente» Ve > 0 
y VZEX se encontrará un б 
snecesario» (es decir, ô depende tanto de e, como de т), pero para 
ciertos e puede no existir el ё (е) >> 0 «necesario», que sea común 
рага todos los z € X. En este caso ê varía en fun: de =, tomando 
valores tan pequeños como se quiera (para e fijados). 

2. Ilustración geométrica de la continuidad uniforme de una 
función. Si f(z) es uniformemente continua en X, entonces 
Ve>0 36 (e) >0 tal que el rectángulo con lados 6 (e) y (e) 
paralelos a los ejes Oz y Oy puede desplazarse a lo largo de la gráfica 
(conservando el paralelismo de sus lados a los ejes de coordenadas) 
de tal manera que la gráfica no cortará los lados horizontales del 
rectángulo, sino que cortará sólo sus lados verticales (fig. 5). 

3, Teoremas de la continuidad uniforme de una función. 

Teorema 5 (TEOREMA DE CANTOR). Una función continua en un seg- 
mento es uniformemente continua en el mismo. 

Teorema 6 (CONDICIÓN SUFICIENTE PARA LA CONTINUIDAD UNIFORME 
DE UNA FUNCIÓN). Si una función f (2) tiene en un intervalo X una deri- 
vada acotada, entonces f (х) es uniformemente continua en este intervalo *. 


* Recordemos que llamamos intervalo a cualquiera de los conjuntos siguien- 
tes; segmento, el propio intervalo, semiintervalo, semirrecta y la recta numérica, 
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Il. Preguntas y tareas de control 


. Dése la definición de la continuidad uniforme de una función. 
. Valiéndose de los cuantificadores, enúnciese la negación de la 
continuidad uniforme de una función. 
¿Serán válidas las afirmaciones: 
a) «Si f (z) es continua en el conjunto X, será uniformemente 
continua en el mismo»? 
b) «Si f (х) es uniformemente continua en X, será continua 
en Хэ? 
4. ¿Qué ilustración geométrica tiene la continuidad uniformo de 
una función? 
5. Enúnciese el teorema de Cantor. 
8. ¿Será cierta la afirmación: «Una función continua én un intervalo 
es uniformemente continua en el mismo»? 
7. Enúnciese el teorema que expresa la condición suficiente de la 
continuidad uniforme de una función. 
3. ¿Será el acotamiento de una derivada la condición necesaria de 
la continuidad uniforme de una función? 


p pe 


Ш. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Investigar la continuidad uniforme de la función у = 2 
en el intervalo (—1, 1), donde 1 > 0 es cualquier número fijo, 

A Demostremos que la función у = 2? es uniformemente continua 
en el intervalo (—l, 1), además lo haremos aplicando tres procedi- 
mientos: 1) utilizando la definición de la continuidad uniforme; 
2) empleando el teorema de Cantor; 3) haciendo uso de la condición 
suficiente de la continuidad uniforme. 

I PROCEDIMIENTO. Ánotemos la diferencia у(х) — y (23): 

y (21) —y (ш) = а} — 2 = (21 + ж) (2 — 21). 4) 

Si жу, т, € (—1, 1), resulta que el módulo de la suma |z, + z | 
está acotado por el número 21. Por eso el módulo de la diferencia 
| y (zı) — y (za) | será tan pequeño como se quiera para todos 
ту, т, € (—1, Û, зі es que el módulo de la diferencia |z; — z3 | 
es lo suficiente pequeño. Estos razonamientos cualitativos ya mues- 
tran que la función у = 2° es uniformemente continua en el inter- 
valo (—1, 1). 

Aduzcamos ahora unos razonamientos más estrictos, recurriendo 
а la definición de la continuidad uniforme. Prefijemos un e >0 
arbitrario y hagamos 5 = e/(21). Entonces тү, т, € (—l, 1), que 
satisfagan la desigualdad | х, — =, | < б, se cumple la desigualdad 

fy (m) — y (а) | = lz а |: 1а +z, 1<6:2=e. 

Precisamente esto significa, según la definición, que la función 
y = 2? es uniformemente continua en el intervalo (—/, 1) 


11 PROCEDIMIENTO. Examinemos la función у = =? en el segmento 
1—1, П. Esta es continua en este segmento y, por consiguiente, según 
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el teorema de Cantor, es uniformemente continua en él. De aquí 
se deduce que la función y = 2° es uniformemente continua en el 
intervalo (—1, 0. En efecto, (—l, 1) < 1—1, 1] y, puesto que la 
desigualdad | y (x,) — y (23) 1< e se cumple Vzy, 2¿€ 1, ll, 
que satisfacen la desigualdad |z, — т; | < б (e), también se cum- 
plirá para todos ту, т, € (—l, 1), que satisfacen esta misma desi- 
gualdad. 

111 PROCEDIMIENTO. La derivada y' (х) = 2z está acotada en el 
intervalo (—/, 1): | y' (т)! = 2 |х | < 21. De aquí según el teo- 
roma 6 se deduce que la función y = z* es uniformemente continua 
en (— l). А 

2. Investigar la función y = z? en sentido si es uniformemente 
continua en toda la recta numérica. 

A En la expresión (1) se ve que si лу, 2, € (—oo, +00), enton- 
ces, рог muy pequeño que sea el módulo de la diferencia | z; — =; |, 
el módulo de la diferencia | y (лу) — y (2,) | no lo será рага х, y 22 
suficientemente grandes, debido al factor (т, + a). Este razona- 
miento cualitativo sugiere que la función y = т? по es uniforme- 
mente continua en toda la recta (—0o, оо). Demostremos esto, 
utilizando la negación de la definición dada para la continuidad uni- 
forme. Es necesario demostrar que Je >> 0 tal que Vê >0 Jz, 
т, que satisfacen la desigualdad |z, — z, | < $, para los cuales 
Гу (21) — у (5) |> e 

Tomemos e=1 y \Уё:>0, hagamos ++. а=. 
Entonces [21—231 8/2 < 8, pero además, | 
Ww(e)=v()1=l2 24 la + =3 (44) =14+L>1=0. 


Esto demuestra que la función y = 1° no es uniformemente con- 
tinua en (—00, +00). А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


15. Valiéndose de la definición dada para la continuidad uni- 
forme y de su negación, domuéstrese que la función y = 1/2: a) es 
uniformemente continua еп la semirrecta [1, +00); b) по es uni- 
formemente continua en la semirrecta (0, -+-00). 

16. Adúzcase un ejemplo de una función que sea continua en 
cierto intervalo, pero no uniformemente continua en el mismo. 

17. Demuéstrese la continuidad uniforme de las funciones si- 
guientes, haciendo uso sólo de la definición de la continuidad uni- 
forme [ев decir, eligiendo а partir del e arbitrario prefijado el ё = 
= 8 (е) necesariol: a) f(z) = kz +b ер (—о, +00), К #0; 
b) j (z) = 2% en (—3, 5); с) f (z) = sen z en (—оо, +00); d) f (2) = 
= e en 10, 401. 

18. Investígueso la continuidad uniforme de las funciones 
siguientes (aplicando cualquier procedimiento): а) f(z) = ln z 
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en (0, 1) y en (1, 2); b) f (z) = sen (1/z) en (0, 1) y en (0,01, 1); 
c) f (z) = arctg z en (—oo, +00); d) f (т) = aresen z en (—1, 4); 
e) f (z) = Ут en [0, +00). 

19. Demuéstrėse que la función f(z) = 12—821 es uniformemente 


continua en los intervalos I, = (—1 < z < 0) e I, = (0 < 2 < 1), 
pero по es uniformemente continua en su suma Z, 47, = {Û < 
<|z21< 1) 

20. Demuéstrese que si la función f (т) es uniformemente соп- 
tinua en cada uno de los segmentos (a, с] y lc, b], será también uni- 
formemente continua en el segmento [а, b]. 

21. а) Demuéstrese que si la función f (z) está definida y es con- 
tinua en la semirrecta la, +00) y existe да 1 (x), entonces f (т) 


es uniformemente continua en la, +00). 
b) Adúzcase un ejemplo de una RY uniformemente continua 
өл la semirrecta [а, +00), en Ja cual no existe im fe). 


22. Adúzcase un ejemplo de una función que tiene Ча derivada no 
acotada en un conjunto X, pero es uniformemente continua en este 
conjunto. 

23. Demuéstrese que una función uniformemente continua en 
un intervalo, está acotada en éste. ¿Será cierta la afirmación inversa? 

24. Demuéstrese que la suma y el producto de dos funciones uni- 
formemente continuos en un intervalo, son uniformemente continuos 
en el mismo. 

25. Se llama módulo de continuidad de una función f (z) en el 
intervalo (a, b) (a y b pueden ser iguales, respectivamente, a —оо 
y +оо) la siguiente función del argumento ô (ô > 0): 


ө; (8) = „р... П) f (zal 
[a-zi 


@ в) —/ г) les una función no acotada, cuando (| z, — ту | < 
SÓ гу b)), entonces se escribe шу (6) = +00). 
j AT que para la continuidad uniforme de la función 
го) de el intervalo (a, b) es necesario y suficiente que lím رھ‎ (8) = 
55 


=0, 

$) Айдаса un ejemplo де una función f (2), € o, Б) para la 
cual оу (8) 

26. ЫБ que la función f (z) өз: continua еп un conjun- 
to X, es decir, es continua en cada punto z € X. Entonces Ve > 0 
y Vz ЄХ 26 = ô (e, 2) >0 tal que dela desigualdad | z' — z 1 < 
< ê (e, 2) (2 € X) se deduce la desigualdad |f (2) —/(2) | < e. 
Demuéstresa que para la continuidad uniformo de la función 7 (z) 
en ol conjunto X es necesario y suficiente que int ó (e, 2) > 


(Ve > 0). 


$ 3. Algunos teoremas 
de las funciones derivables 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Crecimiento de una función en un punto. 

DEFINICION. Se dice que la función f (т) crece en el punto zo, si 
existe tal entorno del punto zo, en el que f (z) >> f (х0) para х > ху 
$ (2) <f (ж) para z < zo. 

Еп forma análoga se define el decrecimiento de una función en 
un punto, 

Teorema 7 (CONDICIÓN SUFICIENTE DE CRECIMIENTO DE UNA FUNCIÓN 
EN UN PUNTO) Si la función f(z) es derivable en el punto zp y 
Рб) 220 (f' (29) <0), entonces j (т) crece (no decrece) en el punto zy. 

Teoremas de crecimiento y de decrecimiento de una función 
sobre un intervalo. 

DEFINICION. Se dice que la función f (т) crece (no decrece) en el 
intervalo X, si Yz, с, € X de la condición z, < z, se deduce la de- 
sigualdad f (z,) < f (хз) lrespectivamente f (х,у) < f (zp). 

De manera análoga se determina el decrecimiento (no crecimiento) 
de una función en un intervalo, 

Teorema 8. Para que la función f (z) derivable en el intervalo X 
по decrezca (no crezca) en éste, es necesario y suficiente que Yz € X 
se cumpla la desigualdad f’ (х) >0 17 (2) < 0]. 

Teorema 9 (CONDICION SUFICIENTE DE LA MONOTONÍA ESTRICTA DE UNA 
FUNCION. Si f° (z) >0 (f' (2) <0) Vz € X, entonces f (х) crece 
(decrece) sobre el intervalo X. 

3. Teoremas de Rolle, de Lagrange y de Cauchy. 

Teorema 10 (TEOREMA DÈ ROLLE) Supongamos que la función f (т) 
satisface las condictones: 

13) f (х) es continua sobre la, bl; 

2а) f (х) es derivable en (a, b); 

39) f (a) = f (b). 

Entonces existe un punto с € (a, b) tal que f' (с) = 0. 

INTERPRETACIÓN FISICA DEL TEOREMA DE ROLLE, Supongamos que T 
es el tiempo уў (z), Іа coordenada de un punto que se mueve por una 
recta en el instante z. En el instante inicial z = a el punto tiene la 
coordenada f (a), Juego se mueve de manera determinada con la 
velocidad f’ (т) y en el instante z = b regresa al punto con coorde- 
nada f (a) 17 (b) = / (a)l. Está claro que para regresar al punto 
1 (a) aquél debe pararse en cierto momento de tiempo (antes de «vol- 
verse atrás»), es decir, en cierto momento z =-с la velocidad /' (с) = 
= 0. 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL TEOREMA DE ROLLE, Existe un 
punto с € (a, b) tal que la tangente a la gráfica de la función у = 
= f (x) en el punto (e, f (c)) es paralela al eje Ох. 

Teorema 11 (TEOREMA DE LAGRANGE). Supongamos que una fun- 
ción f (т) satisface las condiciones: 
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13) / (z) es continua sobre la, bl; 

28) f (х) es derivable en (а, Б). 
Entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que 

f 0) —f (e) = f' (e) (b — а). a) 

La fórmula (1) se llama FORMULA DE LAGRANGE (0 fórmula de los incre- 
mentos finitos). 

INTERPRETACIÓN FISICA DEL TEOREMA DE LAORANGE. Supongamos que 
«es el tiempo; f (х), la coordenada de un punto que se mueve por una 


recta en el instante z. Escribamos la fórmula de Lagrange en la 
forma de 


La magnitud en el primer miembro de la igualdad es, evidente- 
mente, la velocidad media de movimiento del punto por la recta 
durante el intervalo de tiempo desde a hasta b. La fórmula de La- 
grange muestra que existe un momento tal de tiempo т = с, en el 
cual la velocidad instantánea es igual а Ја velocidad media en el 
intervalo de tiempo la, b] 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DEL TEOREMA DE LAGRANGE. El nú- 
moro 000) es el coeficiente angular (pendiente) de la recta 
que pasa a través de los extremos de la gráfica de la función y = 
= f (2): los puntos (a, f (2)) у (b, f (5)), mientras que f’ (с) es el 
coeficiente angular de la tangente a la gráfica en el punto (c, f (c)). 
La fórmula de Lagrange muestra que la tangente a la gráfica en cierto 
punto (с, f (c)) es paralela a la recta que pasa a través de los extremos 
de la gráfica (o coincide con dicha recta). 

Teorema 12 (TEOREMA DE CAUCHY). Supongamos que las fun- 
ciones f (х) y g (2) satisfacen las condiciones: 

19) / (ж) y g (х) son continuas sobre la, bl; 

2a) j (2) y g (т) son derivables en (а, b); 

3%) g' (2) 0 Vz € (a, b). 

Entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que 
1)—/ (® _ 6) (2) 
O) E (0 


La fórmula (2) se llama FORMULA DE CAUCHY. 


Il. Preguntas y tareas de control 


Dése la definición de crecimiento (decrecimiento) de una fun- 
ción en un punto. 
2. Enúnciese el teorema que expresa la condición suficiente de сге- 
cimiento de una función en un punto. 
3. ¿Serán válidas las afirmaciones? 
a) «Si una función crece en el punto =, resulta que ella tiene 
en este punto una derivada positiva». 
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b) «Si una función / (т), derivable en un punto ту, crece en 
este punto, entonces f’ (7o) > 0». 

4. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria y sufi- 

ciente de la monotonía de una función derivable en un intervalo, 

5. Enúnciese el teorema que expresa la condición suficiente de la 

monotonía estricta de una función derivable en un intervalo. 

6. ¿Será cierta la afirmación: «Si una función f (z), derivable en 

un intervalo X, crece en éste, tendremos que f’ (х) >> O Vz € X»? 

7. Sea una función f (z) definida en cierto entorno de cada punto del 
conjunto-X. ¿Serán válidas las afirmaciones? 

а) Si J (2) crece en el conjunto X, crecerá en cada punto 
3 € X». 
° D) «Si / (e) crece en cada punto =, € X, crecerá en el con- 
junto X». (Examínese la función f (z) = —1/2). 

. Emúnciese el teorema de Rolle. 

. ¿Permanecerá válido el teorema de Rolle, si se omite la condi- 
ción: a) f (a) = f (0); b) f (z) es continua en la, b]? Adúzcanse 
los correspondientes ejemplos. 

10. Enúnciese el teorema de Lagrange. 

11. Enúnciese el teorema de Cauchy. 


оо 


1il. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar los intervalos de monotonía de la función f (2) = 


z — 25. 
A Tenemos /' (z) = 3 — 32? = 3 (1 — 2°). Puesto que f’ (z) > 
=> 0 para z € (—1, 1), f’ (z) < 0 para z € (—оо, —1) y z € (1, оо), 
entonces Ja función f (z) = 3z — 2? crece en el intervalo (—1, 1) 
y decrece en las semirrectas (—оо, —1) y (1, +00); se puede también 
decir que / (z) crece en el segmento 1—1, 1] y decrece en las semi- 
rrectas (—оо, —1] y (1, +00). А 
2. Demostrar que la función 
| x+22sen (2/2) cuando 2520, 
Kaer 0 cuando 2=0 

crece en el punto z = 0, pero по es creciente en ninguno de los inter- 


valos (e, e) (e > 0 es un número arbitrario). 
A Tenemos 


В 1 + 2z sen (2/2) —2 соз (2/2) cuando 2520, 
f =| 1 cuando 2=0 


(en lo referente al cálculo de /* (0) véase el ejemplo 6, $ 1 del cap. IV). 
Puesto que /' (0) = 1 >> 0, tendremos que según el teorema 7 la 
función f (т) crece en el punto z = 0. 
Si f (2) creciera en cierto intervalo (—e, e), resultaría que según 
el teorema 8 se cumpliría la condición /'(2) >0 Vz € (—е, e). 
Mostremos que esto по es así. Hagamos zn = 1/(лл) (п es un nú- 
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mero natural). Es evidente que Ve > 0 Эл tal que 1/(лп) < e, 
es decir, Lo € (—e, е). Sustituyendo z = Irn = (лл) еп la сеге 
sión para f' (z), cuando z æ 0, obtenemos /' (гь) = —1 < 0. Ésto 
demuestra que la función 7 (z) no es creciente en ninguno de los 
intervalos (—e, €). 4 

3. Supongamos que la función f (z) satisface las siguientes con- 
diciones: 1) f (z) tiene una derivada continua en la, bl; 2) f (z) 
tiene la derivada segunda en (a, b); 3) f (a) = f’ (a) = 0,7 (6) = 0. 
Demostrar que existe un punto с Є (a, Б) tal que f” (с) = 0. 

A Es evidente que para la función f (т) en el segmento la, b] 
están cumplidas todas las condiciones del ا‎ de Rolle, Por eso 
existe un punto d € (a, Б) tal que f’ (d) = 0. 

Examinemos la función f’ (х) en el segmento la, dl. Tenemos: 
1) /’ (2) es continua en la, d); Aa (2) tiene la derivada (/' (z))' = 

(e 


= j" (z) en (a, d); З) f’ (а) = f'\(d) = 0. En virtud del teorema de 
Rolle existe un punto c € ( [y, por consiguiente, ¢ € (a, b)l 
tal que (f (2)Y [sme = f" úl . А 

4. Demostrar que | соз = — cos y | < |z — у | Vz, y 

A Según la fórmula de Lagrange, 


соз ж — cos y = sen Ё. (z — у), 


donde E es cierto punto del intervalo e UN Puesto que | sen ¿|< 1, 
entonces | соз = — соз у | < | 
5. Supongamos que las funciones f S y g (z) están definidas 
y son derivables para т > z,, además f (хе) = £ (ту), f’ (2) > g’ (2), 
cuando х > 2p. Demostrar que f (т) > g (z), siendo = > ze 
А Examinomos una función Ф (2) = f (z) — g (2) en un seg- 
mento arbitrario [ту, тЇ (z >> 4). Según la fórmula de Lagrange, 


E (2) — Ф (20) = Ф (E) (к — zo), @) 
donde E es cierto punto del intervalo (ту, z). Puesto que 
P (zo) = f (со) — g (z0) = 0, Y (E) = f (8) 2 (0) > 0, 
2—12 0, 


do la igualdad (3) obtenemos ọ (=) > 0, es decir, f (z) — g (2) > 0, 
cuando z > zy. De esta manera, f (х) > g (х), cuando z > ту. 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


27. Hállense los intervalos de monotonía de las funciones: 
a) f (z) = ах? + bz +c ( >0); 

b) f (2) = 2? + 32% + 32; 

©) (б=т: d) Г) аваз; 

e) f(z) =z + 2sen з; f) f (2) = sen (a/a); 

g) 1 (т) = 222-5; h) f(z) =e* (п >0, 2 >0). 
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28, Demuéstrese que si una función crece en cada punto de un 
intervalo, quiere decir que crece en este intervalo. ¿Quedará válida 
esta id si el intervalo se sustituye por un conjunto arbi- 
trario; 

29. Supongamos que una función f (z) satisface las condiciones: 
4) f (x) tiene una derivada continua de (л — 1)-ésimo orden еп 
[Zo, 2n]; 2) f (2) tiene una derivada de n-ésimo orden en (Zo, Zn), 
3)/ (z0) = f (zı) =... = f (zn), donde zo < z; < . . . < Zn. De- 
muéstrese que existe un punto Ё € (Zo, Z») tal que /0 (E) = 0. 

30. Recurriendo al teorema de Rolle, demuéstrese que si todas 
las raíces del polinomio 


Р, (2) = аа” +a, +... +a, (00) 


con coeficientes reales a, (k = 0, 1, . . ., n) son reales, sus deri- 
vadas Ph (х), Ph (х), . . ., Ph" (2) también tienen sólo raíces reales. 
31. Demuéstreso que todas las raíces del polinomio de Legendre 
4 
Р.) Ar rl) 
son reales y se encuentran en el intervalo (—1, 1). 
32. Hállese el punto с en la fórmula de los incrementos finitos 
(1) para la función 


r= | 0,5(3—=2") cuando O<z<1, 


Ша cuando Í<r<+o0 


en el segmento (0, 2]. 
33. Utilizando la fórmula de Lagrange, demuéstrese la validez 
de las desigualdades: 
| | sen z — sen y | < |z — у | Vz, y 
b) | arctg z — arctg y | < |z — y | Yz, y; 
с) = <ni 2 cuando 0< y <z. 
34. Demuéstrese la validez de las desigualdades: 
a) ех2> 14-2 cuando z0; 


b) 2—F<In(142)<z cuando 220; 
с) № (142)> + cuando > 0; 

5 
d) IES < cuando £ >> 0; 


o) s+ <tgz cuando 0<2 </2. 


Jlústrense estas desigualdades en forma geométrica. 

35. Supongamos que las funciones ў (z) y g (z) están definidas 
y son derivables n veces para х >> Zo, además f® (z) = g% (zo) 
(=0,4,... п — 1); f (2) > g™ (z) para z> ту. Demués- 
irese que f (т) > g (т) para z > Zo. 
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36. Demuéstrese que si una función es derivable, pero no está 
acotada en un intervalo, su derivada tampoco está acotada en este 
intervalo. Adúzcase un ejemplo que muestre que la afirmación in- 
versa по es cierta, 

37. ¿Será válida la fórmula de Cauchy para las funciones / (т) == 
=1 y g (т) = т? en el segmento 1—4, 1]? ¿Qué condición del teo- 
rema de Cauchy no está cumplida para estas funciones? 

38. Supongamos que la función f (z) satisface las condiciones: 
4) / (ж) es continua en la, b]; 2) f (х) es derivable en (a, b); 3) / (= 
no es una función lineal. Demuéstrese que existe un punto с € (а, b 
tal que |f (0) — f (а) 1< IF () |- 10 —a |. 

39. Supongamos que la función f (z) satisface las condiciones: 
4) / (х) es dos veces derivable en la, b]; 2) f' (а) = /' (b) = 0. De- 
muéstrese que existe un punto с € (a, Б) tal que 17 (b) — f (a) |< 
U — а)? |7" (с) ا‎ 

п el tiempo ts un punto recorrió por una recta la distancia 
de р та. En los instantes inicial y final la velocidad del punto es 
igual a cero. Demuéstrese que en cierto instante el valor absoluto 
de la aceleración del punto fue no menor que 4р/ m/s?. 


$ 4. Regla de L'Hospital 
1. Conceptos y teoremas funda mentales 


Teorema 13. Sea gue están cumplidas las siguientes condiciones: 

19) las funciones f (z) y g (z) están definidas y son derivables en 
cierto entorno del punto a (a excepción, puede ser, del propio punto а); 

2%) lim 3 (2) = lim g(2)= 

32) E (z) 40 ел el entorno indicado del punto а (a excepción, 
puede ser, del propio punto a); 


4°) existe Иш E. 


Rarer estaa im E y éste es igual a nb. 


O O A Tas condiciones del aens ET 
plidas en el semientorno derecho (izquierdo) del punto a, entonces 
el teorema es válido respecto al límite derecho (izquierdo) de la 
función / (2)/g (х) en el punto a. 

Teorema 14. Supongamos que están cumplidas las condiciones: 

1%) las funciones f (z) y g (z) están definidas y son derivables en la 
semirrecta (a, +00); 


2%) lim /()= Ни g(z)=0, 
3°) z 7 (2) £0 Vacía, +00); 


4°) existe lim Le. 
Entonéas; estado Tim te y éste es igual a Иш LEL, 
24 E (2) 
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OBSERVACION. Si Ја 4% condición en los teoremas 13 y 14 se 
з e ¿AN á 
sustituye por la condición lím HE} =оо (a os un número o el 


símbolo 4- оо), resulta que lím 25 


Los teoremas 13 y 14 permiten calcular los límites indetermi- 
nados del tipo 0/0. 

Teorema 15. Si están cumplidas las condiciones 1*, 32 y 4* 
de los teoremas 13 y 14, y en vez de la 2* condición se cumple la 
condición de lim f(x) = іт g(x)=00 (а es un número o el sim- 

ж-а xa 


fiz) " ба) 

bolo +00), entonces existe lim TE; y éste es igual а Mm +8. 

El teorema 15 permite calcular los límites indeterminados del 
tipo 00/00. También es cierto respecto a los límites laterales. 

Cada uno de los teoremas 13—15 se Пата REGLA DE L'HOSPITAL. 

Las expresiones indeterminadas de otros tipos (0-00; оо — oo; 
4%; 0% 00%) pueden reducirse a las indeterminaciones del tipo 0/0 
ó оо/оо y luego emplear la regla de L'Hospital. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Enúnciese la regla de L'Hospital para calcular los límites inde- 
terminados del tipo: a) 0/0 cuando т > a; b} 0/0 cuando z > +00 
с) оо/оо cuando z > a; d) 00/00 cuando z > +00. 

2. Supongamos que estén cumplidas las condiciones 1%—3* dol 
teorema 13 (o del teorema 14, o bien del teorema 15) y que 
no exista lím LE, 

pda) 
1 ا‎ 

lim ZE? Examínonse los ejemplos: 


23 sen (1/2). z+senz 
a) Шаде і MA pena ° 


¿Se podrá deducir de aquí que no existe 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


sen az 
1, Hallar lím Pz 
A El límite dado es una expuesión indeterminada del tipo 0/0. 
Comprobemos la posibilidad de que se cumplan las condiciones del 
teorema 13: 
15) las funciones sen az y tg fz están definidas y son derivables 
en cierto entorno del punto z = 0; 
2°) lim sen ат = lim tg Êz 
pni par 
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3%) (gpr) =$ 20 0 en el entorno del punto z=0; 


a (sen az)" acosar_ a 
SS o ا‎ 
созї Bz 
Por consiguiente, según el teorema 13, нау =. A 
жч 
A veces para calcular los límites indeterminados resulta песе- 
sario aplicar la regla de L'Hospital sucesivamente unas cuantas 


veces, como en el caso siguiente, 
2. Hallar 


(4) 


A Este límite es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 
Las condiciones 1%—3% del teorema 13 están cumplidas, y el límite 
de la relación de las derivadas 


4 
poo” 
in 08227 mz 
1 =й 2 
к я 57 ш 


también es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 
Para el límite (2) están cumplidas las condiciones 1%—32 del 
teorema 13 y el límite de la relación de las derivadas 


1 
=— 
иш (== 1) = 2eostasenz | e 


de nuevo es una expresión indeterminada del tipo 0/0. 

Para calcular esta expresión indeterminada también se puede 
recurrir а la regla de L'Hospital, puesto que para el límite (3) las 
condiciones 13—3% del teorema 13 están cumplidas y el límite de la 
relación de las derivadas es 

lim Lane! — Jim 
x-0 K х-0 


Así, pues, en virtud de (2)— (0) el limite buscado (1) as igual 


3. Hallar шы * 


A El шїї dado es una expresión indeterminada del tipo 09. 
Ropresentemos z” en forma de е*!® y examínemos Иш (In 2). 


o a 
8 cosi x sent х--2 со Iot. “9 


к= 
Este límite ез una expresión indeterminada del tipo 0-00. Al 
anotar z Inz en forma de Ê, llegamos а una expresión inde- 
terminada del tipo оо/оо. No es difícil comprobar que para 


на ES están cumplidas todas las condiciones del teorema 15 
Рт 
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para los límites laterales (compruébelo por su propia cuenta). 
Empleando la a la de зем obtenemos 


lím = lím (—2)=0. 
Esar 


Pa = in, a= 


De aquí se desprende que lím = Иш exe =1. А 
+0 +0 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 
Hállenso los límites: 
4. im .0ح عط‎ 42 іш m >0 а>1). 


43. rage, м. на 8222. 
210 2 
45. Emos, 46. ищ ca] etg2z. 
aresenz 
в. a кшт 
e 


49. lm gz. 50 Иш Rompe) @>0, B> 0. 
1. im Cs (sen )—cos z 7 e 3 
51. Иш .سوست‎ 52, lim EE (00) 


53. mE, 54 иш (2—2). 


ж-а 
55. Иш (tgz) 2%, 56. lím 2%, 

pr sen z y 1/*" al arctgz y 11 
57. иш (22 JA. 58. lim (EE). 


59. иш pa, 60. lim 


в. e +). 62% 


63. lím Ж-—@ 64, lím (arccosz)!*. 
=g 2-1-0 


$ 5. Fórmula de Taylor 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 
4. Polinomio de Taylor. Sea una función f (z) п veces derivable 
en el punto zp. El polinomio 


P, (= ME 2) 
h=0 


se llama polinomio de Taylor para la función f (х) (con el centro en 
el punto zp). Este polinomio posee la siguiente propiedad: 


PP (2) =10 (29) (k=0, 4, ...,2). 


El papel que desempeña el polinomio de Taylor lo descubre el teo- 
rema siguiente. 

Teorema 16. Si una función f (т) está definida en cierto entorno 
del punto х, y es n veces derivable en este punto, tendremos que 


1(@) = Pn (®)-++ВН„ (2), (1) 


donde Fn +1 0 = o ((z — 20)"). 

La fórmula (1) se llama FÓRMULA DE TAYLOR para la función 
/ (z) con el centro en el punto х, y el término residual o complemen- 
tario В, + (х) en forma de Peano. 

2, Diferentes formas del término residual. 

Teorema 17. Supongamos que una función f (х) está definida у es 
n + 1 veces derivable en cierto entorno del punto хо. Sea = un valor 
arbitrario del argumento en este entorno; p > 0, un número arbitrario. 
Entonces existe un punto E € (zo, z) tal que 


a E e 

Lo expresión (2) se llama forma general del término residual (comple- 
mentario). 

Los casos particulares más importantes de la forma general del 
término complementario son los siguientes: 

а) la forma de Lagrange (р = n +1); 

В, (а) = ET 1" +0 (e—a) (0-0-1), 

b) la forma de Cauchy (p=1): 

Ryn (2) = LR рео (zy +0 (220) (0<0<1). 

3. Principales desarrollos. Si z, = 0, la fórmula do Taylor suelo 


llamarse FORMULA DE MACLAURIN, Los desarrollos más importantes 
según la fórmula de Maclaurin son 


ж 
L o= J) 2y + Ran (2). 


i= 

П. senz = 5 (9 что +В, (2). 
iat 

I. cosz= Y) (—1)" -fpr + Rans (2). 
х= 
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1V. ъа) = Y) (E Ran (2). 
= 


» 
ү. Hem PEE р, (2). 


ll. Preguntas y tareas de control 


4. ¿Qué se llama polinomio de Taylor para la función f (х) con el 
centro en el punto т? ¿Qué propiedad tiene? 

2. Enúnciese el teorema sobre la fórmula de Taylor con el término 
residual (complementario): a) en la forma de Peano; b) en la 
forma general. ¿En qué difieren las condiciones de estos teoremas? 
¿Las condiciones de qué teorema se desprenden a partir de las 
condiciones de otro? 

3. Dedúzcanse de la forma general del término residual las formas 
de Lagrango y de Canchy. Obténgase la forma de Peano del tér- 
mino complementario partiendo de la forma de Lagrange. 

4. Anótense la fórmula de Maclaurin para la función f (z) y los tér- 
minos residuales de la misma en las formas de Peano, Lagrange 
y Cauchy. 

5. Escríbanse los principales desarrollos y los términos complementa- 
ES de estos desarrollos en las formas de Peano, de Lagrange y de 

'auchy. 


Ill, Ejemplos de resolución de problemas 


1. Descomponer la función 1 т según la fórmula de Maclaurin 
hasta el término con 2* inclusive. 
A Hallemos las derivadas de la función / (z) = tg z hasta el 
tercer orden inclusive: 
Р) sta 
f (а) =2cos32 sen т; 
1” (0) =6costzsentz+ 200922, 


De aquí se obtiene f (0) = 0, f' (0) = 1, f (0) = 0, f" (0) = 2. 
Según la fórmula do Maclaurin con el término complementario en 
forma de Peano tenemos 


tgz=24+ 57-0009). 


Advirtamos que el cálculo йе 9 (z) da /%® (0) = 0. Por eso el 
término complementario puede escribirse en la forma de o (20). А 

2. Descomponer la función ў (z) = In cos z según la fórmula de 
Maclaurin hasta el término con z“ inclusive. 
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A Aquí no hay necesidad de calcular las derivadas de /(т) 
hasta el cuarto orden, ya que podemos utilizar los principales de- 
sarrollos III у ГУ. Valiéndonos del desarrollo III, obtenemos 


In (сова) = а (1-44 0(2)) =n (140, 


donde ta س‎ +0 (28). 
Ahora recurramos al desarrollo principal у, 


Incosz = la (1 +1) =t + 0(2) = — + +@+о@- 
چ + ج - )ج‎ e) + ))- + +о@)') = 
=P) = e ^ 
3. Estimar el error aun de la ак aproximada 


Fija T+- -+i еа Р, (2) (3) 


cuando 0< 21. 

A Para poder apreciar el error absoluto hace falta estimar el 
término complementario А, +; (2) =e*— P, (2). Este término А. (2) 
en forma de Lagrango para la función е" tiene la forma de a+ (2) = 


= ef* (0< 8< 1). De aquí obtenemos 
[Rar (1S-G ET + cuando 021. %) 


Precisamente esto es el valor buscado del error absoluto de la fór- 
mula aproximada (3) cuando 0 < z < 1. А 

4. Con ayuda de la expresión (4) resolver el siguiente problema: 
¿cuántos términos deben tomarse еп la fórmula (1) para z = 1, 
con el fin de calcular el número e con precisión de hasta 10-% 


A No es difícil calcular que 10123.10. Por eso 0р < 


< зүр = 107%. De esta manera, es suficiente en la fórmula (3) 


рага 2=1 hacer n=9, con el fin de obtener el número e con 
precisión de hasta 10%. А 


5. Empleando los desarrollos principales, hallar 
иш цче+2эюз—3 х 


хәб 


A Tenemos 


Б Б 
spy tolt 2 (2 to (2) ) —32 
p еннан, н) pto ے‎ 
pa T pS 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 
65. Descompóngase la función f (т) según la fórmula de Maclaurin 
hasta el término del orden indicado, inclusive: 
a) f(x) =e* hasta ol término con z"; b) fria hasta el 
término con 2; с) f(x)=sensenz hasta el término con 2%; 


d) f(x) = cossen = hasta el término con #4; в) f (z)= ln Ê hasta 


el término соп 2% f) f(x) = {зеп 23 hasta el término con т; 
g) 100) = Vaz hasta el término con 2*(4>0); h)f(x)= 
=Y1—z-+22 hasta el término con 2°. 

66. Escríbase la descomposición según la fórmula de Taylor 
con el centro en el punto z=1 de la función: 

a) f(2)=x%; b) (2) = Vz hasta el término соп (х —1)°. 

с) f(z) = sen (л2/2) hasta ol término con (2—1). 

67. Estímeso el error absoluto de las fórmulas aproximadas; 


а) nz xz, cuando J| <}; 

b) tgzæ s+, cuando |z| <O; 

© УТЕ ле 1+--2-—, cuando 0<z<1. 

68, Con ayuda de la fórmula de Taylor hállense los valores 
aproximados de: а) 79 con precisión de hasta 1073; b) У 90 соп 
precisión de hasta 10% с) sen 18° con precisión de hasta 104; 
d) зеп {° con precisión de hasta 107%; e) 1п 1,1 con precisión de 
hasta 107$; f) e%? con precisión de hasta 107%; g) созб° con preci- 
sión de hasta 403. 

69. Empleando los desarrollos principales, hállense los límites: 

e-2 sen 2r 2kg x 

а) A Ъ) ا‎ а=; 

o) lim Ve (үе*+1—уе*—1); 

э» 
a) lim eA (Ух 1) +У2—1—2 V3); 
РА 


е®-Ье-х—2 _ л 1 1 
E (от 


ca = 


ЛОН و‎ eenz VITE, 


xo 2 
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Capítulo VII 
Estudio del comportamiento de las 
funciones y construcción de las gráficas 


$ 1. Construcción de las gráficas 
de las funciones explícitas 


I. Conceptos y teoremas fundamentales 


4. Asíntotas de la gráfica de una función. Una función dada por 
medio de la relación y = f (z), z € D (f) recibe el nombre de función 
explícita. 

DEFINICIÓN. La recta z == cse llama asíntota vertical de la gráfica 
de la función y = f (z), si por lo menos uno de los limites lim f(x) 

0 


o lím f(z) es igual a + оо о —oo. 
swed 


DEFINICIÓN. La recta y = kz +b se llama asintota inclinada 
(oblicua) de la gráfica de la función y = f (z), cuando т —> +00, si 
esta función es representable en forma de j (z) = kz 4 b + a (z), 
donde a (2) > 0 cuando z > +00. 

Teorema 1. Para que la recta y = kx + b sea una asintota oblicua 
de la gráfica de la función y = f (т), cuando т —> +00, es necesario 
y suficiente que ezistan lo límites 


иш LA =k; úm |/(2)—kx]=0. 
zeto Z + 
De manera análoga se introduce el concepto de la asíntota oblicua 
de la gráfica de la función cuando z > —оо. 
2. Funciones pares, impares, periódicas, 
DEFINICION. Una función y = f (z) se llama par, si 


Vz ED (f): f (2) = f (—2). 
DEPINICION, Una función y = f (т) se Пата impar, si 
Vz ED (0: f (2) = $ (а). 

DEFINICION, Una función y = f (z) se llama periódica, si existe 
un número Т 0, denominado período de la función у = f (z), tal que 
Vz €D (f): f (z) = f (e + Т) = f (et — Т). 

Por lo común bajo el período de la función se entiende el menor de 
los períodos positivos, si éste período existe. 
Extremo local de la función. Sea una función y = f (т) defi- 
nida en cierto entorno del punto ту. 
DEFINICION. Se dice que la función y = f (х) tiene en el punto xp 


un (máximo) mínimo local, si existe un entorno del punto zp tal en 
el que para z ¥ те se cumple la desigualdad f (z) < f (2) [respectiva- 
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mente j (z) > Í (zp)). El máximo y el mínimo locales se unen bajo 
el nombre común del extremo local (o simplemente eztremo). 

Teorema 2 (CONDICION NECESARIA PARA LA EXISTENCIA DE EXTREMO). 
Si una función y = f (z) tiene en el punto хо un extremo, entonces la 
derivada | (2) en el punto =, o bien es igual a сего o bien no existe. 

Los valores del argumento de la función y = f (х), para los cua- 
les la derivada de la función o bien es igual a cero, o bien no existe, 
pero Ja propia función es continua, reciben el nombre de puntos 
del extremo posible. 

Teorema 3 (PRIMERA CONDICIÓN SUFICIENTE PARA LA EXISTENCIA DE 
extremo). Sea una función y = f (2) derivable en cierto entorno del 
punto z, del extremo posible (a excepción, puede ser, del propio pun- 
to zp). Entonces, si al pasar a través del punto zo (en dirección del cre- 
cimiento de т) la derivada f’ (х) cambia el signo de más a menos (del 
menos al más), resulta que en el punto x, la función у = f (x) tiene un 
máximo (mínimo) local. Si al pasar a través del punto ту la derivada 
de la función no cambia de signo, quiere decir que en el punto x, la 
función y = j (2) no tiene extremo. 

Teorema 4 (SEGUNDA CONDICION SUFICIENTE PARA LA EXISTENCIA DE 
EXTREMO). Supongamos que en el punto то del extremo posible la fun- 
ción y = f (х) tiene la derivada segunda. Entonces, si j" (т) <0 
(f (xo) > 0), resulta que la función y = f (z) tiene en el punto ть 
un máximo (mínimo) local. 

4. Dirección de la convexidad y puntos de inflexión de la gráfica 
de una función. Supongamos que una función у = f (z) tiene en 
cada punto del intervalo (a, b) una derivada finita. Entonces еп 
cada punto M (z, f (2), т € (a, b) la gráfica de la función y = f (2) 
tiene una tangente que no es paralela al eje Oy. 

DEFINICION. Se dice que la gráfica de una función tiene en un inter- 
valo (a. b) la convezidad orientada hacia abajo (hacia arriba), si 
dentro de los límites del intervalo (a, b) la gráfica está situada debajo 
(encima) de toda tangente. 

Teorema 5. Si en un intervalo (a, b) existe la derivada segunda de 
la función y = f (х) y si esta derivada no es negativa (no es positiva) 
en todos los puntos de este intervalo, entonces la gráfica de la función 
y = f (z) tiene en el intervalo (a, b) la convezidad orientada hacia 
abajo (hacia arriba). 

DEPINICION. El punto M (с, f (c)) de la gráfica de la función у = 
= f (x) se Пата puntode inflexión de esta gráfica, si en este punto la 
gráfica de la función tiene una tangente, y existe tal entorno del punto c, 
dentro de cuyos límites a la izquierda y а la derecha del punto с las di- 
recciones de la convezidad de la, gráfica de la función y = f @ son 
diferentes. Se dice también que en el punto M (с, f (с)) la gráfica de 
la función tiene un punto de inflezión. 

Teorema 6 ¿CONDICIÓN NEGESARIA PARA LA EXISTENCIA DE UN PUNTO 
DE INFLEXIÓN). Si la gráfica de una función у = f (х) tiene un punto 
de inflexión en el punto М (с, f (с)) y la derivada segundo f" (z) es 
continua en el punto с, entonces f” (с) = 0. 
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Teorema 7 (CONDICIÓN SUFICIENTE PARA LA EXISTENCIA DE UN PUNTO 
DE INFLEXIÓN). Si en cierto entorno de un punto ¢ existe la derivada 
segunda de la función y = f (z), además f” (с) == 0, y dentro de los 
límites de este entorno a la izquierda y a la derecha del punto c los 
signos de f" (х) son diferentes, entonces la gráfica de la función tiene 
un punto de inflexión еп el punto М (e, f (с). 

5. Esquema para construir la gráfica de la función y = f (2). 

4*, Se hallan el campo de definición de la función y los valores 
de ésta en los puntos de discontinuidad y en los de frontera del cam- 
po de definición. 

Si en el punto с la función tiene discontinuidad, además / (с + 0) 
o f (с — 0) tiende al infinito, quiere decir que = = с es la asíntota 
vertical de la gráfica de la función y = f (2). 

Cuando una función está definida en una semirrecta o en toda 
la recta numérica, es necesario determinar (con ayuda del teorema 1), 
si la gráfica de Ja función tiene o no asíntotas oblicuas. Cuando éstas 
no existen hace falta investigar, si la función está acotada para 
ж — со o по acotada (en el último caso, зі éste es infinitamente grande 
para z > оо y qué signo tiene). 

2°, Se establece si la función es par, impar, periódica. 

Este punto sirve para reducir los cálculos. En efecto, si la 
función es par o impar, quiere decir que en vez de todo el campo de 
definición es suficiente examinar sólo aquella parte suya que per- 
tenece al semieje positivo de abscisas. En esta parte del campo de 
definición hay que realizar el estudio completo de la función y cons- 
truir su gráfica y luego, utilizando la simetría, terminar su cons- 
trucción en todo el campo de definición. 

Si la función es periódica, será suficiente investigar la función 
en cualquier segmento, cuya longitud es igual al período de la fun- 
ción, y luego, después de construir la gráfica en este segmento, pro- 
pagarla a todo el campo de definición de la función. 

3°, Se hallan los ceros de la función, es decir, se soluciona la 
ecuación / (2) = 0. Estas soluciones y los puntos de discontinuidad 
de la función dividen su campo de definición en intervalos con signos 
constantes de la función. 

4°, Se hallan los extremos locales y los intervalos de crecimiento 
y de decrecimiento de la función (en la gráfica los puntos extremos 
los designaremos con un «círculito»: O). 

5%, Se determinan los intervalos en que se conserva la dirección 
de convexidad y los puntos de inflexión de la gráfica de la función 
(en la gráfica los puntos de inflexión se notan con una «cruz»: хо+.). 


Il. Preguntas y tareas de control 
1. Dése la definición y adúzcase un ejemplo de una asíntota vertical 
para la gráfica de una función. 
2. Enúnciese la definición y adúzcase un ejemplo de una asíntota 
oblicua ү la gráfica de una función cuando z —> --оо (cuando 
т => —оо). 
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3. Enúnciese el teorema que expresa las condiciones necesarias 
y suficientes de existencia de la asíntota oblicua para la gráfica 
de una función. 

4. Adúzcanse ejemplos de una función, en la cual existen asíntotas 
oblicuas de la gráfica рага т > oo y рага z > —оо, además 

estas asíntotas: a) coinciden; b) no coinciden. 

. Dése la definición del extremo local de una función, 

. ¿Qué son los puntos de extremo posible de una función? 

. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria de 
existencia del extremo: a) de una función arbitraria; b) de una 
función derivable. Demuéstrese en un ejemplo que esta condición 
no es suficiente. 

8. Enúnciense los teoremas que expresan las condiciones suficientes 

para la existencia del extremo de la función, 

9. Dése la definición de la dirección de convexidad de la gráfica 
de una función. 

10. Dése la definición del punto de inflexión de la gráfica de una 

función. 

11. ¿Puede cambiar la dirección de convexidad de la gráfica de una 
función al pasar a través de un punto que no sea el punto de 
inflexión? Adúzcanse ejemplos. 

12. Enúnciese la condición necesaria para la existencia del punto 
de inflexión de la gráfica de una función. Demuéstrese en un 
ejemplo que esta condición no es suficiente. 

43. Enúnciese la condición suficiente para la existencia del punto 
de inflexión de la gráfica de una función. 

44. Adúzcase el esquema para construir la gráfica de la función у= 
=/(2). 

Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Construir la gráfica de la función y=aresen y izr. 


A 4°. La función está definida en aquellos valores de = para 
los cuales, como se deduce de la definición del arco seno, resulta 


cumplida la desigualdad ESRI Ésta es equivalente a la 
desigualdad (1 —|z|)*>0. La última es cierta para todos = reales. 
Así, pues, D(f)=R. La función 77 es continua en cualquier 
punto (como el cociente de dos funciones continuas). Por eso la 
función arcson үг también es continua en todo punto (como la 


superposición de funciones continuas) y, por consiguiente, la grá- 
fica de la función no tiene asíntotas verticales. Para encontrar la 
asíntota oblicua cuando. z-»-+ оо, calculemos los límites siguientes: 


nep 


19) 4 г Р 
^ кы а е тг сй 
1 —k(2)]= lím arcsen 27 =aresen 0= 0. 
Ла (76) (1 a TFA 
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De aquí se deduce que la recta у = 0 es una asíntota cuando z + 
>-+ 00 (más correcto será llamarla horizontal, y no oblicua). De 
manera análoga. se puede establecer que esta misma recta y = 0 
es asíntota cuando т —» —оо. 

2°, Es evidente que la función no es periódica pero és impar. Por 
eso en vez de todo el campo de definición es suficiente estudiar la 
semirrecta, (0, 4-00). 

3°. Tenemos у = 0 cuando z = 0, La función no tiene otros 
ceros ni tampoco puntos de discontinuidad. En la semirrocta (0, +00) 
la función es positiva. 

4. Hallemos los puntos del extremo posible en la semirrecta 
10, +00). Calculemos la derivada de Ја función cuando zs 1: 

д Д „2042949 _ 
۴ ыш" Өн 
(142) 
1+ 2d) _ 2sg (4—44) 
= Ен 

De aquí se desprende que la derivada no se anula en ninguno de 
los puntos. Puesto que y’ (1 +0) == —1, y” (1 —0) = 1, quiere 
decir que en el punto = = 1 la derivada no existe. El signo de la 
derivada, al pasar a través del punto = = 1, cambia del más al me- 
nos. Por eso en el punto z = í la función tiene un máximo local, 
además y (1) = arcsen 1 =>,л/2. Señalemos que en el punto z = i 
la función es continua y su derivada tiene una discontinuidad de 
Т especie. En este сазо el punto correspondiente de la gráfica [en 
el ejemplo dado es el punto (1, л/2)] se Пата punto anguloso. Los 
intervalos de monotonía de la función se determinan por el signo 
de la derivada: у’ >> 0 cuando 0 < z < 1, y' < 0 cuando = > 1. 

5°. Puesto que la derivada segunda 


„árma 
У н е 2+1, 


se anula sólo cuando z = 0 y al pasar a través del punto z = 0 
у" cambia de signo, resulta que en el punto (0, y (0)) = (0, 0) la 
gráfica de la función tiene un punto de inflexión. La dirección de la 
convexidad se determina por el signo de la derivada sogunda: y” < 0 
cuando 0 < 7 < 1, y” >0 cuando => 1. 

El estudio de la función se ha terminado. Antes de construir la 
gráfica es cómodo representar en un esquema los resultados de la 
investigación, en particular, los intervalos con signo constante de la 
función, de la derivada primera y” у de la derivada segunda y”: 


Inflexión 
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Ahora, leyendo la información dada en el esquema, podemos cons- 
truir la gráfica de la función en el intervalo [0, +00). En el seg- 
mento [0, 1]: a) la función crece desde el valor у = 0 cuando т = 0, 
hasta el valor у = 1/2 cuando т = 1; b) la convexidad está orientada 
hacia arriba. Luego en la semirrecta 11, +00): a) la función decrece, 
permaneciendo positiva; b) la convexidad está dirigida hacia abajo; 
с) cuando z => +00, la gráfica se aproxima a la asíntota que es el 
eje Oz. Cabe advertir que al pasar a través del punto = = 1, cambia 
la dirección de la convexidad de la gráfica, pero el punto (1, 1/2) 
no es un punto de inflexión, sino un punto anguloso (fig. 6). 


Fig. 6. Fig. 7. 


Por último, utilizando la imparidad de la función, terminamos la 
construcción de la gráfica en todo el campo de su definición (fig. 7). А 

OBSERVACIÓN. Si la curva está dada mediante la ecuación 
O (т, y) = 0 y además esta última se logra resolver respecto a y 
o bien z, la construcción de la curva se reduce a la construcción de 
las gráficas de funciones explícitas. 

2. Construir la curva dada mediante la ecuación у? — sen * z = 0. 

A Esta ecuación Vz € В tiene dos soluciones respecto a y: y 
=-sen? т e y = —зеп? z, que son funciones explícitas determinadas 
en toda la recta numérica. Las gráficas de estas funciones son:simé- 
tricas respecto al eje Oz. Por eso es suficiente construirla gráfica de 
Ja primera función y luego, valiéndose de la simetría, trazar, toda 
curva. Así, pues, el problema se reduce a la construcción de la gráfica 
de la- función explícita y = sen* т, que la escribiremos en la forma 
siguiente 


۰ 
چچ‎ соз 22. 


Esta función la examinaremos ateniéndonos al esquema expuesto 
más arriba, 

1°. Tenemos D (y) = R. 

2°, La función y (т) es periódica con el período Т = л. Por eso, 
para construir la gráfica de la función, es suficiente estudiar un seg- 
mento del eje Oz de longitud л, por ejemplo [—1/2, 1/21. Ya que 
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y (z) además es par, podemos limitarnos al segmento 10, 7/2]. 

3°. Hallemos los ceros de la función en el segmento (0, 1/2); 
tenemos { —4- cos 22 = 0 cuando z = Ёл, K€ Z, pero de todas 
estas resoluciones al segmento 10, 7/2] perteneco sólo т = 0, La 
función no tiene puntos de discontinuidad. En el intervalo (0, 1/2) 
la función es positiva, 

4°. Encontromos y” = sen 2z. En el segmento (0, 1/2] la deri- 
vada es igual а cero cuando z = 0 y z =з 1/2, Acto seguido y” > 0 


cuando 0 < z < 1/2, у’ < 0 cuando z <0 y х > 1/2. Según el 
teorema 3 la función tiene un máximo local en el punto 1/2, además 

у 2) = 1, y un mínimo local en el punto z = 0, con la parti- 
cularidad de que y (0) = 0. Todo el segmento (0, л/2] es un inter- 
valo de crecimiento de la función. 


-ЭЛ-Л Л л Л 0 4 зя E 
4 4 12 4 2 € 


Fig. 10. 
5”, Tenemos y” = 2 соз 22. En el загина, 10, 2/2] la derivada 


segunda s se reduce a сего cuando z = Al pasar a través de este 
ponto y” cambia de signo. Por consiguiente, según el teorema 7, 
la gráfica de la función tiene en el punto (1/4, y (1/4)) = (1/4, 1/2) 
un punto de inflexión. De esta manera ahora podemos trazar el 
esquema siguiente: 


o. Ma, 
y х 


„п, máx _ 
= 3/2 х 


ET 


х 


Leyendo la información en el esquema, construimos la gráfica de la 
función en el segmento 10, 1/2) (fig. 8). Haciendo uso de la paridad 
de la función, terminamos la construcción de su gráfica en el seg- 
mento [—n/2, n/21 (fig. 9). 


Fig. 44. 


Tomando en consideración la periodicidad de la función, traza- 
тов su gráfica en todo el campo de definición (fig. 10). 

Por último, teniendo en cuenta la simetría de la curva inicial 
respecto al eje Oz, obtenemos toda la curva (fig. 11). А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Constrúyanse las gráficas de las funciones explícitas: 


9. y=22-14+ (241) 10. у= 2. 

41, y=arccos 125, 12, y=arcsen (sen). 

13. у = зеп (агсзеп z). 14. y=arctg (tg z). 

15. Атру е. у= (24-2) 0. i 

17. y=05Y 312 1-VP-2+1). А 
18. у= V BFI-YF-1. 19. у= (24-2) (2— 2), 
20. у= (24-1) (2—17. 

Constrúyanse las curvas dadas mediante las ecuaciones: 
24. Bata, 22. уб = (2—1) (2—2) (2—3). 

23. pole 1) 1H 24. p= тї(1—)(2-Ь-у®. 
25. y=(x+1). 26. 2 (y— 2+ 2ry— y =0. 
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$ 2. Estudio de las curvas planas dadas 
en forma paramétrica 


1. Esquema de investigación de la curva 
Las ecuaciones paramétricas de una curva plana tienén la forma 


=т=: (), у=у(), t€7. í) 


El estudio y la construcción de semejante curva puede realizarse 
* recurriendo al siguiente esquema. 

1°. Se halla el conjunto 7, o sea, la parte común de los campos 
de definición de las funciones = (0), y o (si el conjunto T no está da- 
do), señalando, en particular, aquellos valores del parámetro £, 
(incluyendo t, = + оо), рага los cuales рог lo menos uno de los 
límites laterales lím z(t), lím y(t) es igual a +оо 

11120 [Б 

о —oo, 

2. Se determina si la curva posee simetría, lo que permitirá 
reducir los cálculos. 

3°. Se hallan los valores nulos de las funciones = (4), y (t) y los 
intervalos donde estas funciones poseen signos constantes. 

°, Se hallan los puntos tx, en los cuales por lo menos una de las 


derivadas z (t), y (f) es nula o discontinua. Cabe señalar que los 
puntos t,, mencionados en el р. 1”, y los puntos t, encontrados en 
este párrafo, dividen el conjunto 7 en intervalos de constancia de 
signo de las derivadas = (1), y (t). Por eso en cada semejante inter- 
valo (tp, ёра) la función = (t) es estrictamente monótona y, por 
consiguiente, el sistema de ecuaciones (1) en el intervalo (tp, tp+1) 
da en forma paramétrica la función del tipo у = f(z) (véase el $ 4, 
cap. 1V). Las derivadas de esta función se expresan con las fórmulas 


à 

0, „© 
10 ET 
La parte de la curva, correspondiente al cambio del parámetro £ 
desde t, hasta 2р +1, la llamaremos rama de la curva. Cada una de 
las ramas de la curva es la gráfica de una función del tipo y = f (х). 

5°, Se hallan los puntos ty, en los cuales f” = 0. 

6”. Se escribe una tabla de la siguiente forma: 


(ps (за) 


(Ep, ары) 


(vpr vps) © 
Signo de f° ө | 


Aquí en la primera línea se escriben los intervalos de variación 
del parámetro t, como puntos de frontera de los cuales tp y tp+1 
sirven los puntos hallados en los pp. 1°, 4° y 5°. En las líneas segun- 
da y tercera de la tabla se aducen los intervalos correspondientes de 
cambio de las variables z e y. En la última línea de la tabla se indica 
el signo de f” que determina la dirección de la convexidad de la 
gráfica de la correspondiente rama de la curva. 

7%. Utilizando la tabla, se trazan las ramas de la curva que co- 
responden a los intervalos (fp, £p+1). 

OBSERVACIÓN 1. En el p. 1% del esquema se pueden hallar las 
asintotas de la curva (si éstas existen). Para esto es necesario tener 
en cuenta lo siguiente: 

а) зі рага t+ tp (t+ tp + 0 6 t— tp — 0) z2 > zo е y — оо, 
entonces z = х, es la asíntota vertical de la curva; 

b) si para t+ tp (t+ tp +06 t— tp — 0) z => oo e y — Yo, 
quiere decir que у = уо es la asíntota horizontal de la curva; 

с) si рага {+ tp (t — tp +0 6 tr tp — 0) z — оо e у- оо, 
resulta que puede existir una asíntota oblicua, cuya búsqueda ha de 
efectuarse en correspondencia con el teorema 1 

OBSERVACIÓN 2. Al estudiar la simetría de la curva (р. 2° del 
esquema) hace falta tomar en consideración cuatro casos, cuando en 
vez de todo el campo de definición 7 es suficiente examinar sólo 
su parte по negativ: 

a) МЄТ: z(t) =z (0), y (0 = —y (—4) (simetría respecto 
al eje Oz); 

b) VIE T: z(t) = —z(—), y (1) = y (—4) (simetría respecto 
al eje Oy); 

e) МЕТ: z (t) = —z (—t), y (0) = —y (1) (simetría respecto 
al origen de coordenadas); 

d) VtE T: z (i) = z (0), y (t) = y (—1) (superposición). 

OBSERVACIÓN з. Si £ es el punto encontrado en el р. 4° del esquema 
y si en el intervalo (2.1, £p+1) = (t) conserva el signo, esto significa 
que en este intervalo el sistema de ecuaciones (1) prefija en forma 
paramétrica una función de tipo y = f (z), para la cual el punto 
2 (tp) es un punto del extremo posible. La determinación de si т (tp) 
es el punto de extremo de la función у = f (х), puede llevarse a cabo 
examinando la variación de y en los intervalos (£p..., £p) у (fps fp +1) 

OBSERVACIÓN 4, En el curso de estudio de la curva puede ocurrir 
que se descubra uno de los puntos singulares característicos de la 
curva dada en forma paramétrica, a saber: un punto de retroceso 
(véase el ejemplo 2 en el р. 111). 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. ¿Cómo se calculan las derivadas de una función dada en forma 
paramétrica? 

2. Una curva viene dada en forma paramétrica: z = sen? t, y = 
= cos? t. ¿Qué intervalo es suficiente estudiar, para que, al variar 
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el parámetro £ en este intervalo, el punto (z (1), y (£)) se halle en 
cada punto de la curva sólo una vez? 

3. ¿Cómo hallar las asíntotas de una curva dada en forma para 
métrica? 

4. ¿Cómo estudiar y emplear la simetría de una curva dada рага- 
métricamente? < 

5. Enúnciese la condición necesaria del extremo local de una función 
dada en forma paramétrica, 

6. Adúzcase el esquema de estudio y de construcción de una curva 
dada paramétricamente. 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Construir la curva dada en forma 


A 1°. Tenemos 
16(— о, — 1)0(—1, DU(, +00), 
zE(0, %-оо)(— о, +00) U (—оо, 0), 
yE(—00, —00)U (+, —0o)U (+00, +00). 


De aquí зе deduce que z=0 es la asíntota vertical de la curva, 
en tanto que cuando ¿>—1 y ¿+1 pueden existir asíntotas 


oblicuas. En efecto, lím A= Иш (1—28)=—4; lim (y+2)= 
arto T teito 2-2% 
= lím 2=2, 
tales 


De manera análoga se encuentran los límites, para t>—1: 


Ит L=—4; lím (y42)=-—2. 
serios кеже 
Así, pues, la curva tiene dos asíntotas: у = —z + 26у = —z — 2. 

2%, Puesto que z(t) = —z (—t), y(t) = —y (—0), la curva 
tiene simetría respecto al punto O (0, 0). Por eso es suficiente exami- 
nar en lo ulterior el conjunto М = 10, 1) U (1, +o). 

3%, En el conjunto M z ({) = 0, cuando £ = 0; y (f) = 0, cuando 
t=0, = VZ нин 

а афа e 6504 à z 
4. a (Dm руг, (0= rep > Enel conjunto Mz (1) > 


20,600) =0 cundo t=0,5V5—V T ле 0,471 yt, =0,5У5-- V1 x 
15. 


А » 
ar 

o pd 28—584 ED A) 

Ep + е ست ل‎ (ТЕЙ? „ De 


aquí /'<0 cuando 2610, 1); 2-0 cuando 1€(1, +00). 
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6°. Escribimos la tabla: 


tp tp) | woa | omo [ass [5 + 


Cm pe) | 050,0) | (0,6; +) | (oo; =0, | (0,7, 0) 
б») | (05058) | 03; =e) | (roo; 2,3) | (2,85 +) 
Signo /” | + | + | ا‎ | 2 


1°. Construimos la parte de la curva que corresponde al conjunto 
М (tig. 12). Luego, utilizando la simetría de la curva, trazamos toda 
Ја curva (fig. 13). А 


Fig. 12. Fig. 13, 


2. Construir una curva dada en forma paramétrica; 
2=UP, y=3—P, @ 
A 1°. Tenemos 


1E(—00, +00), 
26(—, —co), 
yE(+oo, —оо). 


De esta manera, cuando z>-— оо (t+ +00) pueden existir asínto- 
у 31 

tas oblicuas. Sin embargo, да ي‎ а я = оо, es decir, no 
existen asíntotas. 

a La curva no posee las propiedades de simetría y de periodi- 
cidad. 

3°. Tenemos z=0 siendo ¿=0 y t=2; y=0 siendo t=0, 

t=—V3 y t=/3. 
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4°. Hallamos 2 (1) = 
=0 para t=—1 у? 
5°, Puesto pue == E + resulta que f >0 siendo £<A, 


<0 cuando t>1. 
6%, Hacemos la tabla: 


(tps tp+) o, =1) | (4, 1) | @, +00) 


(р, sp) (o, —3) | (3, ) | a, ~) 


20—090 cuando t= 1, j () =3 (1— 1°) = 


(ур, Уры) 
Signo de f” 


7%, Construimos la curva (fig. 14). 

Es de advertir que si £ lo consideramos como el tiempo, y asimis- 
mo la curva dada mediante el sistema de ecuaciones (2), como la 
trayectoria de movimiento de un 
punto en el plano (т, y), entonces 


(z, y) seré el vector velocidad con 
que se mueve este punto. Cuando 


t = 1 en el ejemplo dado z (1) = 


=y (t) =0, es decir, la velocidad 
es nula, con la particularidad de 
que al pasar por і = 1,2 (t) e y (1) 
cambian de signo. Esto significa 
que cuando ¿> 1 — 0 el punto, Fig. 14. 

que se mueve por la trayectoria, 

se aproxima al punto W (f, 2) 

(tig. 14), en el momento + = 1 se detiene en el punto W y después 


se mueve en dirección contraria. Ya que lím 4% = Нш 42, 
z(t) _ 140 (0) 
las ramas de la trayectoria, que corresponden a ¢ < 1 y > 1, tienen 
рага t= 1, es decir, en el punto И (1, 2), una misma tangente 
lateral. El punto W (1, 2) se llama punto de retroceso (este nombre, 
evidentemente, corresponde a la interpretación física que acabamos 
de examinar). 
OBSERVACIÓN 1. Para la curva representada por la ecuación del 
tipo 
F (z, y =0, (3) 
а: veces se logra obtener las ecuaciones paramétricas. De ordinario 
esto se hace así. Pongamos у = а (f) =", donde a (t) у п son una 
función y un número elegidos de manera adecuada. Sustituyendo la 
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expresión para y en la ecuación (3), obtenemos Ё (т, а (t) 2") = 0. 
Sea х = Ф (t) la solución de esta ecuación. Entonces 


a=p(), y=2 (t) p° (0) =v() 


son las ecuaciones paramétricas de la curva. En la práctica la е1ес- 
sión de la función @ (4) queda determinada por el tipo de la función 
(z, y). 
Examinemos la curva dada mediante la ecuación 

4 y=22y. (4) 
A esta ecuación pueden satisfacer las coordenadas z, y sólo de aquellos 
puntos que se hallen en los cuadrantes I y 11] o en los ejes de coorde- 
nadas, es decir, ha de cumplirse la desigualdad zy > 0. Para pasar 


a las ecuaciones paramétricas de la curva hagamos y = z Vtg t. 
Sustituyendo esta expresión en la ecuación (4), obtenemos 


zx (14 tg) = 22t V tg, 


de donde z =0 y z = /Z tg 1 соз t. La primera solución х = 0 
viene contenida en la segunda cuando ¢ = 0. De esta manera las 
ecuaciones paramétricas de la curva tienen la forma de 


, y=} atgti сові. 
Sin embargo, el parámetro £ puede introducirse también de otra 


manera, por ejemplo, haciendo y = zt. Entonces llegamos a las 
siguientes ecuaciones paramétricas de la curva: 


==} түк, VE 


үл” == 
Y q e TER 


La ulterior investigación de la curva llévela a cabo por su propia 
cuenta para ambos casos de introducción del parámetro t. 

OBSERVACIÓN 2. La curva dada en coordenadas polares puede in- 
vestigarse, utilizando el esquema expuesto en este párrafo. En 
efecto, sea una curva dada en el sistema polar de coordenadas (Ф, p) 
mediante la ecuación р = / (p). Entonces, expresando las coorde- 
nadas cartesianas a través de las polares: 


2=рсозф, 
y =p sen, 


obtenemos las ecuaciones paramétricas de la curva (Ф es el pará- 
metro): 
==$(9)c0sp, y= f (p) зеп Ф. 
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IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


Constrúyanse las curvas dadas mediante las ecuaciones: 
27. a= (t +1}, y= t1. 


28, т. 29. r= у= 

30. 5P 428, у= 36 +20. q tan 
2 и+2* t= 

з. ج‎ 32 r= hE, у= ШИГ. 


En 
ү= ЛЕ. 


33. х= ту, 


Pasando a las ecuaciones paramétricas, constrúyanse las curvas 
dadas mediante las ecuaciones siguientes: 

34. 2° + y? = 3azy, donde a >Q (folio de Descartes). 

35. (z — a)? (z? + y?) = bz, donde a>0, b>0 (concoide 
de Nicomedes). Examínense los casos: a) a > b, b) a = b; с) a < b; 
determínese en cada uno de éstos, cuál es el carácter del punto sin- 
gular de la curva O (0, 0). 

36. 22% + уЗ = а3/°, donde a >> 0 (astroide). 

37. 10 + 21y = у. Ф Hágase y = YH, 


38. 4® = 40 y +2. Ф Hágase y = т. 
39. 2 + 29 = 42%. 40. 2° — 2y — у = 0. 
51. зу + y Hágase у = t/z. 


1. 

42. 25 у? = 32°. 43. уб کے‎ = ry’. 

44. 14 — ух 4- ту = 0. 45. тяга 

Constrúyanse las curvas dadas en el sistema polar de coordenadas 
mediante las ecuaciones: 

46. p = 5/ф(0 < p <+00). 47. p? = 242 cos? Ф. 

48. р =acosp+b. 49. р = азеп Зр (>0). 50. р = 
= 2/V соз 3ф. 


Capítulo VIII 
Integral definida 


$ 1. Integrabilidad de la función (según Riemann) 
e integral definida 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Sumas integrales y la integral definida. Sea una función f (2) 
definida еп un segmento (a, b) (donde a < b). Designemos la división 
arbitraria del segmento (a, b] por los puntos а = Z < 2, <. 
< Zn = Б еп п segmentos elementales [z,.,, z4] (i = 1, 2,3,..., п) 


455 


con el símbolo 7 la, b] o simplemente 7. Hagamos Az; = 2, — Tiy. 
Elijamos en cada segmento [z,_,, 21] un punto arbitrario E, y anote- 
mos la suma: 


2,16) Azi=1 (21, E). 


El número / (тү, Es) se Пата suma integral de la función f (z), que 
corresponde a la división dada 7 la, b] y a la elección dada de los 
puntos arbitrarios E, en los segmentos [z,_,, т]. Introduzcamos la 
designación A = máx Az,. 


1 
parivicion. El nimero 1 зе llama limite de las sumas integrales 
I (zn ne A — 0, si в > 0 36 > 0 tal que para toda división 
Т la, b), en la cual A < 6, se cumple la desigualdad | 1 (zi, E) — I | < 
< e para cualquier elección de los puntos intermedios E, еп (21.1, т]. 
DEFINICION. Una función f (2) зе Пата integrable (según Riemann) 
en el segmento la, b), si existe Jim I (zı, E) = 1. 


Además, el número Z se llama integral definida de la función 

1 (2) en ol segmento (а, bÌ y se designa así: 
b 
I= { f(z) dz. 

2. Sumas de Darboux. Sea f(z) definida y acotada еп (a, b]. 
Para una división arbitraria F (a, b] introduzcamos las designa 
ciones m= inf f(x), M= sup f(x) y anotemos las sumas; 

шып y = 


А А 
s=) mår, S=} МА. 
a = 


Los números s y $ зе llaman sumas inferior у superior (sumas de 
Darbouz) que corresponden a ivisión dada 7 (а, bJ. 

Es evidente que para la división fijada 7 la, b] y toda elección 
de los puntos intermedios en esta división s < / (т, E) < 5. 

Aduzcamos las propiedades de las sumas de Darboux. 

1а, Para toda división fijada 


so int ы (2, Ed, = аар, ( (zu, Ed 


2%, Si Ја división T, se ha bbtenido de la división 7,, agregando 
unos cuantos puntos nuevos (es decir, se ha obtenido mediante la 
subdivisión de 7,), entonces la suma inferior s, de 7, no es menor 
que la suma inferior ғ; de Тү, en tanto que la suma superior S} de 
Т, no es mayor que la suma superior S} de Тү: 8, < sa, Sa < Sh 

32, La suma inferior de una división arbitraria no supera la 
suma superior de otra división cualquiera. 
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49. Sean {s} y {5) los conjuntos de las sumas inferiores y supe- 
riores de todo género posible para las divisiones cualesquiera la, bJ. 
Los números 


I= inf {S} Z= sup (8) 
эш" чиш 


se llaman integrales superior e inferior de Darbouz, respectivamente, 
La integral inferior de Darboux no puede exceder de la superior: 
11. 
T 5A, LEMA DE DARBOUX: РА 
Иш S=7, Um s=1. 
А-0 amo = 
3. Condiciones necesarias y suficientes de la integrabilidad. 
Teorema і. Para дие una función f (х) acotada en un segmento 
la, b] sea integrable en este segmento, es necesario y suficiente, que 
І 
T Teorema 2. Para que una función acotada en un segmento (a, b) 
sea integrable en este segmento, es necesario y suficiente que Ve >0 
se halle tal división T la, bl (jaunque sólo sea unal), para la cual 


S—s<e. (1) 
Recordemos que el número û, = M; — m; se llama oscilación 
de la función en el segmento 121.1, тї]. 
La condición (1) puede escribirse en la siguiente forma 


л 
کدی‎ өАх< г. 
Я 


4. Algunas clases de las funciones ini 

Teorema 3. Una función f (z) continua еп un segmento la, bl es 
integrable en este segmento. 

COROLARIO. Cualquier función elemental es integrable en todosegmen- 
to que se halla por completo en el campo de definición de aquélla (puesto 
que ella es continua en este segmento). 

Teorema 4. Sea f (т) acotada en el segmento la, bl, Si Ve > 0 
existe un número finito de intervalos que cubren todos los puntos de 
discontinuidad de f (x) y tienen la suma de longitudes menor que e, 
entonces f (т) es integrable en el segmento la, b). 

COROLARIO. Una función continua a trozos (o sea, que tiene en el 
segmento la, b] un número finito de puntos de discontinuidad de I 
especie) es integrable en este segmento. 

OBSERVACIÓN. Si se cumplen las condiciones del teorema 4, resulta 

b 


que е] valor de la integral | / (z) dz no depende de los valores de 


a 
1 (2) en los puntos de discontinuidad. Por eso con frecuencia se 
plantea y se resuelve el problema para calcular la integral de una 
función, que no está definida ya sea en un número finito de puntos 
del segmento (a, 5), o bien en un conjunto de puntos, el cual puede 
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cubrirse con un número finito de intervalos de longitud tan pequeña 
como se quiera. En este caso se considera que la función f (x) está 
definida en estos puntos de manera arbitraria, pero sigue permane- 
ciendo, por supuesto, acotada en el segmento la, b] y, por consi- 
guiente, es integrable. 

Por ejemplo, hablando estrictamente, la integral 


| ەع‎ (2) 
0 
жаг 


=E по está 


no existe, puesto que en el punto z=0 la función 
1 


definida. Sin embargo, la integral f F(=)dz, donde /()= 


= * (С es un número arbitrario), existe у no 
С cuando 2—0 


depende do la elección de С. Por eso se considera que la integral 


{ saz cuando z 0 


(2) también existe y es igual a | /(2) dz. 


Teorema 5. Una función j (z) monótona en un segmento la, bÌ 
es integrable en este segmento. 


1. Preguntas y tareas de control 


. ¿Qué significa división del segmento [а, b]? 

‚ ¿Qué es suma integral de la función f (z) en el segmento la, b]? 

. Dése la definición del límite de las sumas integrales al sub- 

dividir las divisiones (A — 0) del segmento la, b]. 

. ¿Qué es una integral definida? 

. ¿Qué función se llama integrable? 

Demuéstrese que una función no acotada no es integrable. 

. ¿Será integrable la función f (т) = 1/z en el segmento (1, 2], 

o bien еп el segmento 1—1, 11? 

„ ¿Será integrable la función f (z) = tg z ctg z en el segmento 

[n/6, 2/4], o en el segmento (—1, 1]? 

ане SUDE la баш. Japos ess cen Tos ужб 
(3, —2), 1—1, 01 y 1—4, 1P 

10. ¿Acaso es integrable toda función acotada? Arguméntese la 
respuesta, citando ejemplos, 

14. ¿A qué se llaman sumas inferior y superior (sumas de Darboux)? 

12. Enumérense las propiedades de las sumas de Darboux. 

13. Enúnciense las condiciones necesarias y suficientes de la inte- 
grabilidad (dos variantes). 

14. Cite las clases de las funciones integrables que conoce. Aduzca 
ejemplos de funciones de estas clases. 


nema (оюк‏ م 


45. Idéese un ejemplo de una función monótona en el segmento 
la, b), que tenga una cantidad infinitamente grande de puntos 
de discontinuidad. ¿Será integrable semejante función en (а, b]? 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Una función constante f(z) = С ез integrable en la, bl, 
puesto que las sumas integrales tienen un mismo valor para todas 
divisiones posibles y para cualquier elección de los puntos Ej: 


Ien N= BÈ 166) АЎ) АСФ). 
ў 2 2, 
Do aquí | caz lim Ilan Ey=C0—a). 


2. Demostrar que la función de Dirichlet 
0, si z es irracional; 


D= (1, si z es racional, 
no es integrable en un segmento la, b] cualquiera. 

A En efecto, en cualquier segmento tan pequeño como se quiera 
[2,_1, 21] se encontrarán tanto un punto racional, como un irracional. 
Si en todos los segmentos se eligen los racionales E;, resulta que 
1 (£i, E) = b — a; pero si se eligen todos los E; irracionales, entonces 

21, 0. Alternando estas elecciones para А —-0, obtenemos 
que el límite Z no existe. Esto significa que la función de Dirichlet 
no es integrable. А 

3. Comprobar que para la función f (z) = 1 + т en el segmento 

1—1, 41 está cumplida la condición (1) del teorema 2, y calcular 


СОЖ 


I = | (1 + a) de como límite de las sumas integrales. 


+, 
A Según el teorema 2 рага un е >0 arbitrario hay que elegir 
tal división del segmento [—4, 4], para la cual 5 — s < є. 


Dividamos el segmento (—1, 4) еп п partes iguales, En cada 
segmento [тү, ай=[—1 +2020, 144 la función соп- 


tinua 1 + т alcanza la cota inferior exacta en el extremo izquierdo 
del segmento y la superior exacta, en el derecho. Por eso 


s=) тАз У 1(-1 OS 
= 


,)50—10 کروی = 


imi =! 
S= J МА X (1 +®)-5=3- 
= د‎ par] = 
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De aquí 


n ” 
25 
5—+=®(Ж—@—1)) =$ nece 
mt tt 
si п >> 25/e, es decir, para tal número л de puntos de división del 
segmento [—1, 4] está cumplida la desigualdad (1). Esto significa 


que según el teorema 2 la integral I = ў (1 + 2) de existe. 


4 

Para calcularla como límite de las sumas integrales, se puede 
examinar cualquier sucesión de las sumas integrales, en la cual 
A = 0, puesto que do la existencia de Ја integral so infiere que el 
límite de cualquier sucesión de las sumas integrales al subdividir 
la división existe y es igual a /. 

Tomemos, por ejemplo, la sucesión de las sumas integrales que 
corresponde a las divisiones del segmento (—1, 4] en п partes iguales 
(i = 1, 2, . . .) y a la elección como puntos E, de los extremos dere- 
chos de los segmentos elementales. En este caso para la función 
creciente / (т) == 1 + т la suma integral es igual a la suma superior 


s=3Y 2 i, de donde se obtiene 
а 


б a 
А 25 
л= {аана Y у 
4 
Así, pues, | (142) d2=25/2. А 


ES 
4. Demostrar que la función de Riemann 

), si z es irracional; 
en, si 2=m/n, 


donde т y n (n > 2) son enteros primos entre sí, es integrable en 
cualquier segmento la, bl 

A De nuevo recurramos al teorema 2. Prefijemos un в > 0 arbi- 
trario. Entonces la función ọ (z) satisface las desigualdades 


тру <o) <4 


sólo en cierto número finito M de puntos. 

Esto'se desprende de las siguientes consideraciones. Todos los 
puntos racionales del hs b], es decir, los puntos del tipo 
min pueden numerarse en el siguiente orden: primero los puntos del 
tipo m/4, luego m/2, después m/3, etc. Los valores correspondientes 
de Ја función q (z) en estos puntos son iguales a 1/1, 1/2, 1/3, . « ., 
es decir, disminuyen al pasar a cada grupo siguiente de puntos, 
además la cantidad de puntos de cada tipo es finita. De esta manera 
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entre el número de los У puntos indicados figurarán tales, para los 
cuales 


20. 


1 В 

т> 029, de donde п < > 
Está claro que hay un.número finito de semejantes puntos (suponga- 
mos que es igual a N). 

Cubramos estos № puntos con un sistema finito de segmentos 
disjuntos dos a dos, con la suma total de longitudes inferior a e/2. 
Designemos las longitudes de estos segmentos con Az;. Se ha obtenido 
cierta división de la, b]. En los segmentos con longitudes Az; las 
oscilaciones w; de la función Ф (z) no sobrepasan a 1, puesto que 
Vz € la, bl 0 q (z) < 1. Existe también cierta cantidad finita 
de otros segmentos (designemos sus longitudes con А21). Las oscila- 
ciones ої de la función q (т) en estos segmentos no sobrepasan а 

e 


E Por eso para la división obtenida son válidas las esti- 
maciones 


S—s= У олз, = Ў 047, У Ад > 
<: ЎА атру 2 А1 e 


Así, pues, según el e > 0 prefijado se ha encontrado la división del 
segmento la, 5] para la cual $ — s < е; por consiguiente, atenién- 
dose al teorema 2 la función de Riemann р (z) es integrable on cual- 
quier segmento de la, bl. А 
t àz 
5. Calcular | trea: 


A Esta integral pertenece al tipo de las integrales que fueron 
examinadas en la observación al teorema 4, puesto que : 


1 f para 0<2< л/2, 1/2<2<n, 
Ora” (no está definida para х=л/2. 


Al definir adicionalmente esta función en el punto 2/2, por ejemplo, 
en lo referente а la continuidad, es decir, haciendo f (1/2) = 1, 
obtenemos f (т) = 1 Vz € l0, xl, у, por consiguiente, la integral 
buscada es igual ал. А 


1V. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 


1. Para las funciones dadas en los segmentos indicados hállense 
las sumas de Darboux superior S e inferior s, al dividir los segmen- 
tos en п partes iguales: a) f (z) = 2%, 2<2<3; b) f (2) = 2, 
0< z < 10. 


110151 161 


2. Calcúlense las integrales definidas como límites de las sumas 
integrales: 


a) | 2242 (resulta cómodo dividir ol segmento [—1, 2] en 
a 
partes iguales); 


b) E (lo conveniente es elegir = V Zr zin) 


°) 
manera que formen una progresión geométrica). 

3. Demuéstrese que función f (2) = [| para z 40, f (0) = 
=0 es integrable en el segmento [0, 1]. 

4. Demuéstrese que la función f (z)= sgn (sen E) es inte- 
grable en el segmento 10, 4]. 


"dz (conviene elegir los puntos de división z; de tal 


кыз. 


$ 2. Propiedades de la integral definida 
1. Conceptos y teoremas fundamentales 
i. Propiedades de la integral definida. 
a 


4*. Según la definición, {ғә dz=0. 


А a 
29. Según la definición, | /() az= a Fu) dz. 
38, LINEALIDADDELA INTEGRAL. Si f (2) y g (z) son integrables en 


la, b], on tanto que a y $, cualesquiera números reales, entonces la 
función af (z) + Pg (z) también será integrable en la, bl, además 


і (af (2) +Pg (2) dz =a $ 10) +0 в (а) йг. 


49, Si f (z) es integrable еп (a, b], tendremos que la función 
17 (z) | también será integrable en la, ò), con la particularidad de 
que $ E 

Гре} лета (<. 

Ба, Si f (2) y g (2) son integrables en la, b], resulta que la fun- 

ción f (т) g (z) también será integrable en la, b 
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ба. Si f (z) es integrable en la, Б], entonces es integrable tàm- 
bién en cualquier segmento (с, dl œ (a, b). 

78. ADITIVIDAD DE LA INTEGRAL. Si / (2) es integrable en la, cl y 
lc, b], será integrable también en [a, b], además 


[ras \ На) dz j а) ёа. 


En este caso el punto с puede estar situado arbitrariamente respecto 
j En A propiedades 8° — 10% que se exponen a continuación 
supondremios que a < b. 
, 8%. Si f(z) es integrablo en [a, b] y /(2)>0, tendremos que 
ў ta) dz>0. 
* gu. Si (а) y (а) son integrables en [a, b] y /(2)>E(1)Vz€ 
€la, b], entonces EOL g(z) dz. 
$ Н 

10°, Si f(2) es continua en (а, b), 7 (2)>0, (2) 0 en [a, ò), 

resulta que 3K >> 0 tal que f На) dx >K. 


2. Fórmulas del valor medio. 
Teorema 6. Sean f(z) y #(2) integrables en [a, b]; g(1)>0 
(g (2) <0) Vx Ela, Б], Mem Ha). s-i (z). Entonces existe 
о, ja, 


un número p Єт, М) tal que 
è А 
| л) 60) аср} g (az. (0 


COROLARIO 1. Si en la fórmula (1) adoptamos g (=) = 1, tendremos 
è 


{ (жаг =н (ф—а), donde pElm, M1. @) 


b 
El númoro oh, | 76) дг se lama valor medio de la fun- 
ción f(z) on el segmento [a, b). 


COROLARIO 2. Si se cumplen las condiciones del teorema 6 y la fun- 
ción f (х) es continua, quiere decir que 35 € la, bl tal que 


А è 
[есес r=) (е6) dz. (0) 


соноглнто в. Si f(z) es continua en [a,b], resulta que ЗЕЄ 
Ela, b] tal que 


А 
| fe) dz=1® (6—0). @ 


Il. Preguntas y tareas de control 


. Enumérense las propiedades de la integral definida. 

. ¿Do la integrabilidad de la suma se podrá deducir que los suman- 
dos son integrables? Arguméntese la respuesta, dando ejemplos. 

. Examínense los problemas análogos para la diferencia, el pro- 
ducto y el cociente de dos funciones. 

. ¿Será integrable la suma de dos funciones, si uno de los suman- 
dos es integrable y el otro no lo es? 

. Ехашілепзе los problemas análogos para la diferencia, el pro- 
ducto y el cociente de dos funciones. 

. ¿Será integrable la suma de dos funciones no integrables? Argu- 
méntese la respuesta, exponiendo ejemplos. 

. Examínense los problemas análogos para la diferencia, el pro- 
ducto y el cociente de dos funciones no integrables. 

. Se conoce que | f (2) | es una función integrable. ¿Qué se puedo 
decir acerca de la integrabilidad de f (z)? Adúzcanse ejemplos. 

. Sea f (2) integrable en Ía, с] y no integrable en lc, b]. ¿Qué se 
puede decir acerca de su integrabilidad en la, b]? 


è 
Se conoce que ў f(x) йс2>0. ¿Se deduce de aquí que f()> 


>0 Vze (a, b]? Adúzcanse ejemplos. 
А 


b 
14. Se conoce que | д ёг> | e(2) dz. ¿Se infiere de aquí que 


pop psoe мн 


5 


1()>8 (2) Vz Ela, bJ? Expónganse ejemplos. 
12. Adúzcanse unas cuantas variantes de la fórmula del valor medio. 
¿Para qué condiciones son válidas? 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


4. Demostrar que la suma, el producto y el cociente de dos fun- 
ciones no integrables pueden ser integrables. 
А`Бев f (2) = 2 +D (2), g (2) = 2 +D (т), donde 
0, si т es un número irracional; 


Dt2)=14, si z es un número racional 


(es decir, D (z) es la función de Dirichlet). 
Recordemos que la función D (z) no es integrable (véase el ejemplo 
2 del $ 1). La función / (т) = 2 + D (z) tampoco será integrable. 
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En efecto, si se admite que f (z) es integrable, resulta que la diferen- 
cia de dos funciones integrables f (х) — 2 = D (=) en corresponden- 
cia a la 3% propiedad ha de ser integrable, pero esto contradice a 
que D (2) no es integrable. Puesto que g (т) = f (z), tendremos que 
g (2) no es integrable. Examinemos la función 


4 _ (1/2, si z es un número irracional; 
В) = Tey 1413, si z es un número racional. 


Esta función tampoco es integrable. La demostración es análoga a la 
expuesta al demostrar la no integrabilidad de la función de Diri- 
chlet. 

Anotemos la suma, el producto y el cociente de las funciones no 
integrables: 


Р, (ж) = f (2) + (—g (2) =0, F, (z) = f (z) h (z) = 1, 
F, (т) = f (ж)/ (2) = 1. 


Las funciones Fj, F}, F, siendo constantes, son integrables en cual- 
quier segmento (a, bl. De esta manera, de la integrabilidad do la 
suma o del producto no se infiere la integrabilidad de los sumandos 
o factores. A 

2. Demostrar que el producto de una función integrable f (2) 
por una función no integrable g (z) puede ser: a) una función inte- 
grable; b) una función no integrable. 

A 'а) Examinemos, por ejemplo, la función integrable f (z) = 0 
y la función no integrable de Dirichlet D (z) en la, bl. Puesto que 
f (2) D (т) =0, quiere decir que f (х) D (т) es una función inte- 
grable en (a, bl. 

b) Sea f (х) = 2, g (z) = D (т) en la, bÌ. Entonces f (z) g (2) = 
= 20 (z) es una función no integrable en la, b]. А 

3. Hallar el valor medio de una función en un segmento pre- 
fijado: a) f (z) = cos z en 10, 37/2); b) f (z) = sgn z en [—1, 3. 

A Hallemos los valores medios p, utilizando la fórmula (2): 


в) n= | созг йг — 522. Soñalomos que la función созд 


toma en el segmento (0, 37/2] el valor de p=—2/(3m), a sabor, 
cosğ = —2/(8n), еп ol punto E=arccos ( у) € [0, 2]. 


2 
b) p= | sgnzdz=-. En el caso dado la función discon- 
1 


tinua sgn z no toma еп el segmento [—1, 3] el valor de 
p=1/3. А 
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1V. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 
5. Demuéstrese que la suma de una función integrable y de una 
función no integrable es una función no integrable, 
6. ¿Son integrables en el segmento [0, 1] las funciones: 
a) fi (2) = т; b) g (ж) = 1/2; с) fı (2) + 81 (2); 
9 LO в. (0): e) fa (z) = Уз; 0 fa (2) а (2)? 


1 cuando —2<7<0, 
1° (рау cuando 0<z<2, 


donde D (z) es la función de Dirichlet. ¿Será integrable la función 
f (z) en los segmentos [—2, 2], Re 1], 1—4, 1), И, 212 


8. Supongamos que existe \ {/ (а) | dz. ¿Se deduce de aquí la 
integrabilidad de la función f (2) en el segmento la, Б]? Examínese 


el ejemplo siguiente: 
( 1, si z es un número racional; 
19= l4, si z es un número irracional. 

9. Sean j (2) = зеп з, g (z) = 0,5 sen z y supongamos que: 
a) 0<z<m; b) 0 < z 3/2. ¿En cuál de estos casos quedan 
cumplidas las condiciones de la 92 propiedad? 
dos 0. НАП ol valor medio de la función en los segmentos indica- 
los: 
а) ] (z) = зеп z en [0, a, 10, 27], (Ф, Po + 271, (o, 
b) f (z) = sgn z en [—2, 1), 1—2, 1], 1—4, 3), |— 
¿El valor medio de una función en cada segmento será uno de 
los valores de esta función en el segmento dado? Explíquese por 
qué en unos casos la respuesta es positiva y en otros, negativa. 

11. Hállese el valor medio de la función en los siguientes segmen- 
tos: 


1; 
ЕЛГЕ 


a) 1 (ж) = Vz en [0, 1), 10, 10), 10, 100); 

b) f (z) = 10 + 2 sen z + 3 cos z en [—л, л]; 

<) f (х) = зеп зеп (т + q) en 10, 2л]. 

12. Hállese el valor medio de la velocidad de un cuerpo, que 
cae libremente de una altura А, cuya velocidad inicial era igual а Vo. 
13. La intensidad de la corriente alterna varía según la ley 


¿= se (40), 
donde iy es la amplitud; №, el tiempo; 7, el período; q, la fase inicial, 
Hálleso el valor medio del cuadrado de la intensidad de la corriente, 
a) en el intervalo de tiempo [0, Т]; 
b) on el intervalo [0, 7/2] (período de la función і? (1); 


с) en un intervalo arbitrario 10, t,] y el límite de este valor medio 
para fy > оо, 
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$3. Fórmula de Newton-Leibniz 


l. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Primitiva de las funciones continuas y continuas a trozos. Sea 
una función / (х) integrable en un segmento [а, 0]. La función 
z 
F= } 109: (<<) 


se llama integral con límite superior variable. 

Teorema 7. Una función f (т) continua en el segmento la, b) tiene 
primitiva en este último. Una de las primitivas es la función 

z 
Fla= f 10а. a) 

oBSERVACION. La integral con límite superior variable está defini- 
da para toda función f (z) integrable en la, b]. Sin embargo, para que 
una función F (z) del tipo (1) resulte primitiva respecto de f (2), 
tiene importancia sustancial que la función / (т) sea continua. 

Aduzcamos un ejemplo para mostrar que una función integrable 
puedo no tener primitiva. Sea 


1 para z>0 


ЕА 0 рага ==0. 261—1, 1). 
—1 рага 2<0: 


Esta función es integrable en el segmento [—1, 1], puesto que es 
continua a trozos, pero como ya hemos indicado en el cap. V, no 
tiene primitiva. En efecto, cualquier función del tipo 


—z+C, para z<0 
FR { 24+C, para z>0, 


donde C,, C, son números arbitrarios, tiene derivada igual a sgn х, 
рага todos = + 0. Pero incluso «la más buena» de estas funciones, 
que es continua, F (2) = | | + С (si С, = С, = С), no tiene 
derivada, cuando х = Û. Por eso la función sgn = (у, en general, 
toda función continua a trozos) no tiene primitiva en cada intervalo 
que contenga un punto de discontinuidad. 

Demos ahora la definición amplia de la primitiva que sea útil 
también para las funciones continuas a trozos. 

DEFINICIÓN. Una función Р (z) se llama primitiva de la función 
1 (2) en el segmento la, b), si: 19) Ё (ж) es continua en la, 0]; 2°) Ё' (2) = 
= f (z) en los puntos de continuidad de f (2). 

OBSERVACIÓN. Una función f (z) continua en la, b] es el caso 
particular de la continua a trozos («el trozo de su continuidad» coin- 
cide con todo el segmento la, 5]). Por eso рага la función continua 
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la definición ampliada de la primitiva coincide con la anterior, 
puesto que F’ (z) = / (z) Vz € la, b) y la continuidad de F (х) se 
infiere de su diferenciabilidad. 

Aduzcamos un ejemplo de una función que tiene primitiva en 
el sentido «nuevo» y que no la tiene en el «viejo». La función f @ = 
= sgn z en [—1, 1] en el sentido «viejo» no tenía primitiva. En ol 
sentido «nuevo» como su primitiva interviene la función F (=) = 
= |z |, puesto que es continua en [—A, 11 y F’ (z) = f (х) рага 
ж 54 0, es decir, en todos los puntos, a excepción del punto de discon- 
tinuidad z = 

La importancia de la definición ampliada de la primitiva queda 
clara del resultado siguiente, que conserva el teorema 7 para las 
funciones continuas a trozos, asociándolo a la definición «nueva» de 
primitiva. 

Teorema 8. Una función f (т) continua a trozos en el segmento 
[а, Б] tiene primitiva en este segmento en el sentido de la definición 


ampliada. Una de las primitivas es la función F (2) = { 10 dt. 


2. Fórmula de Newton— Leibniz 
Teorema 9. Para las funciones continuas a trozos es válida la fórmula 
de Newton — Leibniz (regla de Barrow): 


А 
| 1 dz=F ()—F (0), 


donde F (x) es la primitiva de la función f (z) en la, b] en el sentido 
de la definición ampliada. 
2 


2 
Por ejemplo, È sgnzdz=|=| | =2-1=1. 
д 4 

3. Método de sustitución de la variable, 

Teorema 10. Supongamos que: 

40) } (2) está definida y es continua en la, bl; 

2) E lO esla definida y es continua junto con la derivada en 
la, Pl donde g (а) = a, ¢ 6) = b y a < g (8) <b. 


b B 
Entonces | f(z) àz= | 1(6 (0) Е (0) de. 


4, Método de ini ción partes 
Teorema 11. Si Toy g у илип. derivadas continuas en la, bl, 
tendremos que 
è mE" 
[авав | — (7 el) az. 
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Н. Preguntas y tareas de control 


1. ¿Qué se Паша integral con límite superior variable? ¿Para qué 
funciones integrando dicha integral sirve de primitiva? 

2. Dése la definición ampliada de una primitiva que sea útil para 
las funciones continuas a trozos. 

3. ¿Para qué condiciones es válida la fórmula de Newton — Leibniz? 

4, Se conoce que la función f (х) tiene primitiva en (a, b]. ¿Será 
integrable f (z) en la, bJ]? Examínese el ejemplo: f (2) = F' (2), 
donde 


2° sen (1/2) para 0, 
10 para z=0; zEl—1, 1]. 


5. Enumérense las condiciones, al cumplir las cuales, son válidas: 
a) la fórmula de sustitución de la variable; b) la fórmula de 
integración por partes. 

6. ¿Con ayuda de qué sustituciones se calculan las integrales que 
contienen: a) las irracionalidades lineales fraccionarias; b) las 
irracionalidades cuadráticas? 

7. ¿Para calcular qué tipos de integrales son cómodas las sustitucio- 
nes trigonométricas? Adúzcanse ejemplos. 

8. ¿Para calcular qué tipos de integrales resulta cómodo el método 
de integración por partes? Expónganse ejemplos. 


F(z) 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


ғ 
jaa de 
4. Hallar im, 
б т 


A El límite dado es una expresión indeterminada del tipo 
г 
0/0, La integral con límite superior variablo І соз (f°) dt es la pri- 


$ 
mitiva de la función continua cosa?, es decir, (È cos(**)dt)'= 


= соз (22). Por eso, empleando la regla de L'Hospital, obtenemos 


cos (a)r 
lim n 2524, 
0 s 20 


Señalemos que la primitiva рага соз (22) по es una función ele- 
A 


mental, os decir, È cos(£)d£ no so expresa a través do Jas fun- 
è 
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ciones elementales. Sin embargo, esto no impidió que pudiésemos 
calcular el límite incógnito. А 
2. Hallar la primitiva de la función continua a trozos 
1 para |z|<1, 
0 para |х|;>1; 
A Una de las primitivases la integral con límite superior varia- 
ble, además como li inferior de integración puede tomarse 
cualquier número, por ejemplo, = = —2. Así, pues, 
х O раа 2—1, 
Р (2) = f а= 024-1 para —1<1<1, (fig. 15). А 
3 2 para z>1 


= TER. 


cosz dz 
3. Calcular Г= | EE. 

A 1 PROCEDIMIENTO. La función integrando de f (z) no está defi- 
nida en el punto = = 1/2. Dividamos el segmento [0, л) en dos: 
10, 1/2] у (2/2, л]. Poniendo en 
(х) el primer segmento ў (1/2) = 1, 
obtenemos la integral de la fun- 

ción continua f = 1: 


2 2/2 
1, | 1dz=z | =a/2. 
o 
Fig. 15. En el segundo segmento haga- 
mos f (1/2) = —1 y de nuevo 
obtenemos la integral de la función continua / к= —1:, 


я 
=š | = —m2. 
РА 


L= | (—9dz 
E 
Definitivamente tenemos /, + Ia = 0. 

I1 PROCEDIMIENTO, Utilicemos la definición ampliada de la pri- 
mitiva, La función Р (z), que satisface esta definición, tiene la 
forma de 

т раа 0<1<1/2, 

r= [a para 2<2. 
En efecto, F (z) es continua en (0, л} y F' (z) = f (х) Vz € 10, л], 
ж  д/2, es decir, F’ (z) = f (z) en los puntos de discontinuidad de 
7 (2). (Recordemos que z == 1/2 es el punto de discontinuidad de 


(2). 
Según la fórmula de Newton — Leibniz, que es válida para las 
funciones continuas a trozos, y la definición ampliada de la primi- 
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tiva, obtenemos 
z а 
I= | f dz=F (a) | ая 2|,-5—21,-0=0. А 
0 


Los dos ejemplos siguientes muestran que la utilización formal 
de la fórmula de Newton — Leibniz (es decir, el empleo de esta 
fórmula sin tomar en consideración las condiciones de su aplicación) 
puedo conducir a un resultado incorrecto. 


4. Examinemos la integral т Adoptando como primitiva 


de la función integrando /(2)=1/(2V 2) Ja función F(2 = Vz y 
empleando formalmente la fórmula de Newton-Leibniz, obtenemos 


1 1 
de 
| Y? | =å; 
Sin embargo, este resultado es incorrecto, уа que la función f(z) = 
=110Y 2) no está acotada en [0, 1] y, por consiguiente, la inte- 
gral | ىڭ‎ по existe. 
т 
5. Examinemos la integral. 
А 
d 1 
I= 54 (ак) dz. 


A primera vista puede parecer que la función arctg (1/2) es 
primitiva de la función integrando Ê (arctg-=) y entonces, se- 
gún la fórmula de Newton—Leibniz, obtenemos 


1 z 2 _2 
ЕЕЕ Е: 
No obstante, este resultado es incorrecto, puesto que la función 


arctg (1/2) no es primitiva para -È= (arctg2) en ol segmonto 


[-4, 1]. En realidad, en la fig. 16, a viene representada la gráfica 
de la función arctg (1/z). Con toda evidencia se ve que esta función 
tiene en el punto 2 = 0 una discontinuidad de I especie, mientras 
que la primitiva según la propia definición ha de ser continua en 
todos los puntos. 

Para calcular la integral 7, advirtamos que la función integrando 


1 
d 1 =ч рага z40, 
dz (ete т -{ 142 
( =) no está definida para z=0. 


a 


Al determinar adicionalmente la continuidad de esta función en 
el punto z = 0, obtenemos la función continua 


HE =- „ eê ij 


Como primitiva para f (z) sirve F (z) = —arctg т, por eso según la 
fórmula de Newton — Leibniz tenemos 


I= —artgz | = -4+(-4)= —+. 
ЕЛ 


Soñalemos que la primitiva para f (т) se puede construir también con 


Fig. 46. 


ayuda de la función arctg (1/2), a saber: 
arctg (1/2) para —1<x<0, 
0= -4 рага z=0, 
arcrg (1/2)—x para 0<x<1. 
La gráfica de Ф (т) está representada en la fig. 16, b. Según la fórmu- 
la de Newton — Leibniz de nuevo obtenemos 


: 
A 


G. Empléando la sustitución adecuada de la variable, calcular 
a 


ي 


A Hagamos z = a sen t, 0 <1 л/2, Esta sustitución de la 
variable satisface todas las condiciones del teorema 4. Puesto que 
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Va = а cost, dz = а cost dt, tendremos que 


=/1 5 me 
I=as f sen? t cosit dt = f [paaa 


na 2 
Í (1—cos41) d= 2. (94) =. А 


El ejemplo siguiente muestra que el empleo formal de la fórmula 
de sustitución de la variable (зїп tomar en consideración las con- 
diciones de su aplicación) puede dar un resultado incorrecto. 


== = 4 se hace de manera formal 


la sustitución de variable z= 1/2 y во escribe 


1 
7. Si on la integral I = f 


Н 1 
| + 


1 
+) а =} тг i 


entonces se obtiene, evidentemente, un resultado incorrecto. 

El error consiste en que al cambio de z en el segmento [--1, 11 
corresponde la variación de і = 1/2 no en el segmento [—1, 1), como 
lo requiere la igualdad [2], sino que en la reunión de las semirrectas 
(co, —1] y И, +00). De esta manera la sustitución indicada de la 
variable no вайїасе los requisitos del teorema 4. 


de 
8. Calcular те Ipar: 


A La función integrando (de es continua en el sog- 
mento [0, 2л] y, por consiguiente, tiene una primitiva „Рага encon- 
trar la primitiva de la función f (z), como sustitución adecuada do la 
variable es ¢ = tg (2/2) (véase el cap. У). Sin embargo, para la 
integral definida 7 semejante sustitución no satisface las condiciones 
del teorema 4, puesto que al cambio de т en el segmento [0, 2x] no 
corresponde la variación de ¢ en cierto segmento: £ = tg (2/2) + +00 
(—оо) рага z — л — 0 (л + 0). Por eso aprovechemos el cambio 
indicado de variable para encontrar la primitiva de la función inte- 


grando. Examinemos la integral indefinida $ ms En 
cada uno de los intervalos 0 <z < x y л < z < 2л para ésta es 
admisible el cambio de la variable £ = tg (2/2). 

En el primer caso como función interviene z=2arctgt(0< 
<1< 00), en el segundo z=2(x+arctgt) (— оо <t<0). En 
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cada caso cos г, da үт y obtenemos 


dz ät 
ow=f tl a lsa += 
4 T z 
= 7 rots (7 ф)+с. 
Para cualquier constante С la función Ф (z) ез primitiva respecto 
do 1(2)=—— on los intervalos [0, л) y (л, 2x]. Puesto quo 
14y cos 

ella tiene en el punto z=" una discontinuidad do I especie: 
Ф(а+0)—Ф (2—0)= A entonces Ф (2) по es la primitiva 


para 1= eez en todo el segmento (0, 2л]. Sin embargo, 


con ayuda de Ф (х) ahora ya es fácil construir la primitiva para 
f(z) en todo > Бук 10, 2л]. Hagamos 


тї 4 arctg Gh t4) рага Ó<z<a, 
Е (2= += para т=п, 


yate siti para t< z21. 


De esta manera en [0, x) hemos tomado С = 0, en el punto z = л 
hemos definido adicionalmente Ф (z) (рага С = 0) en cuanto 
continuidad a la izquierda y en (x, 2л) hemos tomado С = 4a/Y 3. 
Hemos obtenido la función F (z), cuya derivada en todos los puntos 
del segmento [0, 2л}, incluyendo también el punto = = л, es igual 
а la función / (2) (para el punto т = л demuestre este hecho por su 
propia cuenta), es decir, Р (z) es la primitiva para f (х) en (0, 2л]. 
Según la fórmula de Newton — Leibniz 


зя 
4л 4л 
wra POP 07. А 
омелтАдон, Se podría dividir la integral 7 en dos integrales: 
я k 
I= È f(e)dz+ | (2) dz y aprovechar el hecho do que la primi- 
tiva para f (x) en 10, л] es la función 
уте (уре) vara 042, 
һ@={ ы 
Y 


Para zen, 
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y en [л, 2л], la función 
тураи (Gaet) para л<2<2л, 


-5 para 2=л 


F(2) = 


(Р, (2) se obtiene a partir de Ф (z) рага С = 0 con ayuda de la defi- 
nición adicional de Ф (z) en el punto т = л, ateniéndose a la con- 
tinuidad a la izquierda, y Р, (2), a la derecha). En este caso, em- 
ploando la fórmula de Newton — Leibniz para cada una de las 
integrales, obtenemos 

л 


1=. | +Е, (2) | = Р, (л) —Е, (0) + 


+2, (20) Fm = 5040 (5) =. 


9. Calcular I= È |Inz| dz. 


e 
A Dividiendo la integral 7 en la suma de integrales de los seg- 

mentos [4/e, 1] y (1, el (para «liberarse del módulo») y empleando 
en cada integral la fórmula de integración por partes, obtenemos 

1 A ia 

I=—( Inzdx+ } lnzdz=—zlns | + ( dz+ 
je Yo {е 
* 


+2Inz -{ аге + )1-4( +0(04)= 
Н 


=2 (1-4). A 


а 
10. Calcular Т= (| ¿205 dz. 


è 
A Apliquemos la fórmula de integración por partes; 
А 


I= е} = $ zd(arotg (cos 2)) = 


РГ. 
жа —zarctg (созт) | + f arctg (cos z) dz = 
=—а(—4)—-0+һ=Ё+1Һ, 
А 
donde = { arctg (cos z) dz. 
è 
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Para hallar Гү, advirtamos que la gráfica de la función f (2) = 
=arctg (cos х) es centralmente simétrica respecto al punto (1/2, 
1 (1/2) = ga 0). Por eso las integrales de esta función en los 
segmentos (0, 1/21 y [n/2, x] son iguales en módulo y tienen signos 
contrarios, lo que signfica que en suma se anulan, es decir, I, = 0. 
Este hecho puede determinarse de la manera siguiente: dividamos 
1, өп dos integrales correspondientes a los segmentos [0, л/2] y 
[x/2, x], respectivamente, y en la segunda integral hagamos el cam- 
bio de la variable z = л — t. Obtendremos 


а А 
1-1 arctg (cos 2) dz + Û arctg (cosa) dz = 
a 
2 о 
arctg (cos 2) da | arctg (— соз!) (— dt) = 
ma 


ali 
2/2 aa 

=È arctg (соз 2) dz— Í arctg (cos t) de =0. 
| | 


Así, pues, I, = 0, рог eso I = 12/4. А 


IV. Problemas y ejercicios 
рага el trabajo Independiente 


14. Hállense las derivadas: 


» Ej ninas y ¿lomas 
ЗЕ а аута 
9 ¿verse diyim 
> А 
te оа) уб 


17% 


15, Calcúlense las integrales; 
m2 


a) Av » Û slam 


©) [lr Ocean 


16. . Bp por qué el empleo formal de la fórmula de New- 
ton — Leibniz conduce a resultados incorrectos y calcúlese, haciendo 
uso de la primitiva para la función continua a trozos o dividiendo 
en partes el intervalo de integración, las integrales siguientes: 

л 


2 1 
ara D (rar) er 


4 
z para 0<z<t, 

17, Calcúl , donde f(z) = 

саша |1 а= “г la z para 1<2<2, 
ensgleando:dos pencódimifcatos: a) нао 18. peva. para 
7 (2), construida en todo el segmento 10, 2); b) dividiendo ol segmento 
10, 2] en dos segmentos [0, 1] y [1, 2]. 

18. Aplicando la fórmula de integración por partes, calcúlense 
las меш эша 


а) а b) | Sessa 5 | eros st 


19. Empleando una TA ode de la variable, calcú- 
lense las integrales siguientes: 
0,75 


9 aya 
o] Ула; d) j me 


dz. 
a) 


3 
20. ¿So podrá calcular la integral jaya dz con ayuda del 


cambio de la variable x= sen? ° 


21. ¿Se podrá al calcular la integral \ Vi=2dz con ayuda 


del cambio de la variable z = sen t, tomar como nuevos límites de 
integración los siguientes números а) л y 2/2; b) 2л y 53/2; с) лу 
5л/29 Calcúlese la integral para cada caso en que la mencionada sus- 
titución es admisible. 


22. Demuéstrese que para la función f (z) continua en [—1, 1) es 
válida la igualdad: 
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1 1 
0) | f dz=2 È 70а) д, si f(z) os una función par; 
2 3 


1 
b) $ £(2)dz=0, si f(z) es una función impar. 


Dése la ilustración geométrica de estos fenómenos. ¿Serán válidas 
estas igualdades, si f (z) es integrable en [—1, 1), pero no es obliga- 
toriamente una función continua? 

23, Demuéstrese que una de las primitivas de una función par 
es función impar, en tanto que cada primitiva de una función impar 
es función par. 


24. Calcúlense las integrales: 


a) \ zir b) | mapaz; 
i 


e 


T dz; 


і 
< 


Е 


de 
Pr rs * 


SU oum 


а 
sen z sen 2z sen 3zdz; e) } (зеп 2) йг. 


e 
25 Recorriendo а la fórmula de Euler 
= соз z-+ isen z ({ es Ja unidad imaginaria), muéstreso que 


579 0 para тл, 


3 2x para m=n 


(emplécsela igualdad {иене (2142= | 16) 824-1 і (dz). 
26. Muéstrése que 


» 
$ tir dze = арр 


(ompléese la igualdad 6+6) =.— oax. pit, 
27. Aplicando las fórmulas de Euler 


соз а= 1. (04013), зеп 2 (0.4), 
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calcúlonse las integrales 
2 


а) | son" zoos dz; b) $ жапе as; 
0 


senz 


я а 
e) | eos" zcosnz dz; { sen" zsen nzdz. 
? ? 


$ 4. Cálculo ае las longitudes 
de las curvas planas 


1. Conceptos fundamentales y fórmulas 


1. Longitud de una curva. Examinemos en un plano la curva 

dada en forma paramótrica: 

z=p() y=v() a«<t<f (1) 
donde q (£) y y (t) son funciones continuas еп el segmento la, Bl, 
además a diferentes valores de t Є [a, Bl corresponden distintos pun- 
tos (т, y) (es decir, no hay puntos múltiples). A semejante curva la 
llamaremos curva simple (plana) abierta. 

Si los puntos A (ф (a), y (а)) y B (Ф (В), Ф (В) coinciden y los 
demás puntos no son múltiples, entonces la curva L se llama curva 
simple cerrada. 

Sea L una curva simple (cerrada o abierta) dada mediante las 
ecuaciones (1). Examinemos la división arbitraria del segmento 
la, Bl por los puntos æ = t < h < t<... <in = В. А ésta 
corresponde la división de la curva Z por los puntos А = Mo, My, 
Mas ..., Mn = В, donde М, = М (9 (ti), y (t:)). Inscribamos en 
la curva L la quebrada AM,M, . . . B. Designemos la longitud de la 
quebrada a través de 1(M,) y hagamos At = máx (ti — 1-1). 


ис 

DEFINICION, El número 1 se llama límite de las longitudes de las 
quebradas 1 (М) cuando At +0, si Ve >0 3 6 >> Û tal que, para 
cualquier división del segmento la, Bl, en la cual At < ô, se cumple 
la desigualdad 0 < l — l (M;) < e. 

DEPINICION, Si existe el límite de las longitudes de las quebradas 
cuando At— 0, entonces la curva L se Пата rectificable y el número l, 
longitud de la curva L (o longitud del arco de la curva L). 

. Longitud de una curva dada en forma paramétrica. 

Teorema 12. Sea una curva simple L dada en forma paramétrica 
mediante las ecuaciones z = Q (t), y =Yp (f), a St SB, además 
las funciones y @ y Y (0) tienen еп el segmento lu, В) derivadas conti- 
nuas. Entonces la curva L es rectificable, y su longitud se calcula con 
la fórmula 


8 
1= | Ме е dt. 2 


à 
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La función 
1 


1= \ V OHO dt (3) 


РА 


se Пата arco variable. 

3. Longitud de una curva en coordenadas cartesianas. Si una curva 
viene dada mediante la ecuación y=f (2), а <= <b, además la 
función f (z) tiene en el segmento (a, b} una derivada continua, ten- 
dromos que la longitud de la curva se calcula por la fórmula 


è 
1= | VTF) àz. 4) 


4. Longitud de una curva en coordenadas polares. Si una curva viene 
dada con la ecuación р = р (Ф), Ф < Ф < Pa, соп la particularidad 
de que la función р («p) tiene en el segmento [q,, pal una derivada 
continua, la longitud de la curva so calculará por la fórmula 


°, 
1= (Утте Ете) а. 
a 


Si la curva viene expresada por medio de la ecuación р = Ф (р), 
б, <р < Pa, además la función Ф (p) tiene en el segmento lp, р, 
una derivada continua, la longitud de la curva se calculará según 
la fórmula 
Pa 


1= | VEO de. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. ¿qué se llama curva simple abierta (cerrada)? 

2. Déso la definición del límite de las longitudes de las quebradas 
cuando At >0. 

3. ¿Qué se llama curva rectificable? 

4, ¿Qué es la longitud de una curva? 

5. ¿Qué fórmulas so emplean 

a) dada en forma paramé 

¢) en coordenadas polares? 

. Adúzcanse ejemplos de curvas rectificables. 

. ¿La recta es una curva rectificable? 

j, ¿La circunferencia es una curva simple? 


ra calcular la longitud de una curva: 
b) en coordenadas cartesianas; 


Puro 


Ш. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Hallar la longitud de la parábola y = 7°, 0 < z <2. 
A Según la fórmula (4) obtenemos 


2 
1= VFB d= VT In (44 V 7). А 
Ч 
2. Hallar la longitud de una «rama» de la cicloide = = 
= a (t — sen t), у = а (1 — соз 0), 0 < t< 2л. 
A Según la fórmula (2) encontramos 


эп 
1=a | Vo F 01910880. А 


° 


3. Hallar el arco variable de la elipse: z = а cos ё, y = b sen t, 
0<1< 2л, a>b. 
A Según la fórmula (3) obtenemos 
o To t 


= Vi-( зана | YR, 
0 


donde в == }'а®#— 5а es In excentricidad de la elipse. А 
De esta manera, el arco variable de la elipse se expresa mediante 
la integral que se llama integral elíptica de 11 especie: 
t 
10=а { VIT Asni dt= aE (e, 0). 
5 


Esta integral no tiene primitiva elemental, pero se emplea con 
profusión en las matemáticas. Su nombre se explica precisamente 
por su ligazón con el problema examinado. 

Si t = 1/2, la integral expresa 1/4 de Ea de la elipse. En 
este caso la integral elíptica Æ (e, л/2) se Пата integral elíptica 
completa y se escribe Æ (e). 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


28. Hállense las longitudes de las curvas dadas mediante las 
ecuaciones: а 

a) y=0% (06240): b) = (<Y 

с) y=1ncosz (0240/2); d) 9 =>3 27 (0254/3); 

е) 22% yl = al; f) x = cost, y = sent б; 

g) z = a (t — sen t), y = а (1 — cos 4) (0 < < 8л); présteso 
atención a los límites de integración; 
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h) p = аф (0 < ọ < 2л) (espiral de Arquímedes); = 

i) p = a (f + cos q) К) р = asen (9/3) 1) q = VP 0< 
<P S5). 

29. Demuéstrese que la longitud de la elipse z = а cos t, y = 
= b sen £ es igual a la longitud de la sinusoide y = с sen (z/b), 
0<z<2n/b, с = Ya? —b*, Dése la ilustración geométrica de 
este resultado, ligando las longitudes de la elipse у de la sinusoide 
con la sección de cierto cilindro. 


$ 5. Cálculo de áreas de las figuras planas 


1. Conceptos fundamentales y fórmulas 


1. Área de una figura plana. Llamaremos figura plana a cualquier 
conjunto acotado de los puntos de un plano. 

Sea que en la figura dada viene inscrita una figura poligonal y 
alrededor de la primera, circunscrita otra figura poligonal, es decir, 
una figura formada por un número finito de triángulos. 

El conjunto de las áreas de todas las figuras poligonales inscritas 
está acotado superiormente (por el área de cualquier figura circuns- 


Fig. 17. 


crita), y el conjunto de las áreas de todas las figuras poligonales 
cirounscritas está acotado inferiormente (por ejemplo, por el cero). 

DEFINICION, Una figura plana se Пата cuadrable, si la cota superior 
ezacta Р del conjunto de áreas de todas las fíguras poligonales inscritas 


es igual а la cota inferior ezacta Б del conjunto de áreas de todas las 
figuras poligonales circunscritas. 

El número Р = Р = P зе Паша área de la figura plana (en 
sentido de Jordan). 

Teorema 13 (CONDICIÓN [SUFICIENTE DE FIGURA CUADRABLE). Рага 
que una figura plana sea cuadrable, es suficiente que su cota (frontera) 
sea una curva rectificable, 

2. Área de una figura plana en coordenadas cartesianas. Sea una 
figura plana en forma de un trapecio mixtilíneo limitado por unas cur- 
vas continuas y = f; (2), у = fa (2), a <z <b [donde y, (=) <ya tal 
y dos tramos de rectas т = a, т = b (fig. 17, a). Los tramos de las 
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rectas pueden degenerar еп un punto (fig. 17, b). Entonces el área 
de la figura se calcula según la fórmula 


А 
S= (1609—6182. o 


3, Área de una figura plana en el caso en quesu cota se da en forma 
paramétrica. Sea la cota de una figura plana G una curva cerrada 
simple dada en forma paramótrica mediante las ecuaciones z = 
= Q (0, y = № (0,0 < £ < T, además el punto ( (t), р (4)), cuando 


i 


г-г(р) ж r=r(9)- 


a) ») 


Fig. 18. 


1 varía desde O hasta 7 recorre la cota б de tal manera que la figura 
6 quede a la izquierda del punto en movimiento. Entonces el área 
de la figura G puede calcularse por cualquiera de las fórmulas 
siguientes: 


т 
S= f (De (Dd, @ 
s= оч (Mat e) 
è 
т 
S= + | Фф (0—0 Y0) dt. 4 


è 


4. Área de una figura plana en coordenadas polares. Supongamos que 
una figura plana tiene la forma de un sector curvilíneo limitado 
por la curva continua р = р (Ф), Ф, <P < Ф, 0 < Е Ф < 2л 
y los tramos de rayos ф = Ф, у Фф = Ф, (fig. 18, а). Los tramos de 
rayos pueden degenerar en el punto O (fig. 18, b). Entonces el área 
de la figura se calcula con la fórmula 


” 
دی‎ | Po) do. © 


% 


Il. Preguntas y tareas de control 


4. ¿Qué es una figura plana? 

2. ¿Qué 'es una figura cuadrable? 

3. ¿Qué es el área de una figura plana? 

4. ¿Aplicando qué fórmulas se calcula el área de una figura: a) en 
coordenadas cartesianas; b) en el caso de que la cota viene dada 
en forma paramétrica; c) en coordenadas polares? 

. Adúzcanse ejemplos de figuras cuadrables. 

. ¿El plano es una figura cuadrable? 

. ¿La recta es una figura cuadrable? 


ao 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar el área de una figura limitada por las curvas y = 
=|2—1|)y=3-]21 и 
A Las curvas dadas ве intersecan en dos puntos (fig. 19). Resol- 


viendo la ecuación 3 — | | = | = — 1 |, encontraremos las absci- 
y 
a 
а Ж 
12 
Fig. 19. Fig. 20. 

-4 

sas de estos puntos: z = —i, z = 2. Por eso 


2 
S= | 8—tz|— 12—10 dz. 
A 


Dividamos la integral en tres integrales en correspondencia con los 
segmentos [—4, 01, [0, 1), [1, 2]. Obtenemos 


2 А 
s = |@+)0—(@—а)1д=+ | 6—2) 09142 
Е, è 


2 
С EHS A 


2. Hallar el área de una figura acotada por la азігоійе 29 + 
4 = а® (fig. 20). 
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A Haciendo z = а соз? t, у = а sen? t, 0 <t<2n, llegamos 
a las ecuaciones paramétricas de la astroide (el parámetro ¢ desem- 
peña el papel del ángulo polar del punto (т, y) en la astroide). Según 
la fórmula (4) obtenemos 


эл 
s=} | [a cos t- 3a sen? t соз 4- За cos? t son t-a sen? t) dt = 
è 


2x 
= ğo? Û son tcos и 2 na, А 
OBSERVACION 1. La fórmula simétrica (4) condujo aquí a una in- 
tegral más simple que aquella que se obtendría a consecuencia de 
emplear las fórmulas (2) б (3). 


OBSERVACION 2. Es de señalar Y 
que la integral en el segmento М 
10, 2/2] 

ya 


2 „ием ш=-фр ле 
à 


da el área de aquella parte de la = % 
figura que se halla en el І cua- Pig: a 
drante (fig. 21), aunque en este ca- їв. A. 

so toda la cota de la figura ya nose 
describe por las ecuaciones т == а сов? ¢, y = а sen? f, puesto que con- 
tiene los tramos de los ejes de coordenadas. ¿Por qué entonces se ha 
obtenido el resultado correcto? El hecho consiste en que el segmento 
10, а] del eje Oy puede darse en forma paramétrica mediante Jas 
ecuaciones z = 0, y = 2a (1 — t/n), a/2<t<ux y el segmento 
[0, а] del eje Oz, por medio de las ecuaciones х = 2a (t/n — 1), y = 
= 0, n < ¿< 8n/2. Empleando ahora la parametrización completa 
de la cota de la figura (el parámetro 1 varía desde 0 hasta Emp] y 
dividiendo la integral en el segmento [0, 3n/2] en tres integrales, 
correspondientes a los tramos de la cota, uno de los cuales es curvi- 
líneo y los otros dos son rectilíneos, obtenemos que las integrales en 
los segmentos de los ejes de coordenadas se anulan, ya que en cada 
e de ellos una coordenada y su derivada según el parámetro son 
nulas. 

Por la misma causa la fórmula (2) sigue siendo válida para el 
trapecio mixtilíneo acotado por el segmento del eje Ох, dos segmen- 
tos verticales y la curva dada en forma paramétrica mediante las 
ecuaciones т = Ф (1), у = № (t), O< t < T, si al variar t desde 0 
hasta 7 el punto (Ф (£), y (4)) recorre la curva de tal manera que el 
trapecio queda a la izquierda del punto. En caso contrario en la fór- 
mula (2) delante de la integral hay que poner el signo positivo. 

3. Hallar el área de una figura acotada por la cicloide = = 
= a (t — sen 0), y = а (1 — соз t), 0 < 1< 2л y el eje Oz. 
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A Según la fórmula (2) (donde, en vigor de la observación 2, 
delante de la integral se toma el signo positivo) tenemos 


л 
$ S= | à (1— cost? @ =3ле. А 
ә 

4. Hallar el área de una fi- 
gura acotada por una curva dada 
en coordenadas polares mediante 
E la ecuación р? = 24° соз 24 (lem- 

4 niscata de Bernoulli). 
A Tomando en considera- 
Fig. 22. ción el carácter no negativo de 


př, encontramos que —л/4 < 
<< mlh y 3n/4 < ф < 5л/4 (Пр. 22). Con la fórmula (5) calcu 
lamos el área de una de las dos partes iguales de la figura у dupli- 
<ашоз el resultado: 


aj 
S=2.4.2a | соз2фйф- 20. А 
. =n 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


30. Hállese el área de una figura, cuya cota viene prefijada me- 
diante las ecuaciones en coordenadas cartesianas: 


— а) 2+ =1, т=з, а= д, y>) (-а<а<а<а); 


= }) ке 2+y=20) у= (2 + 1), z= sn ny, y=0 
O<y < 

E у= Dia (a? — 22); 

у = ө-* | sen z |, у = 0 (z > 0) (por área de esta figura no 
acotada admítase el límite para А —— +00 de las áreas de trapecios 
mixtilíneos que corresponden al cambio de т desde 0 hasta A). 

31. Hállese el área de una figura, cuya cota viene expresada en 
forma paramétrica (dibújese previamente el esbozo de la figura): 

a) z = а (cos t + tsen t), y = а (sen t — t cos t), 0 <1<2n, 
ж = a, y < 0 (desarrollo de un círculo); 

b) х = a (2 соз t — cos 24), у = a (2 sen t — sen 21), 

32. Hálleso el área de una figura, cuya cota viene dada medianto 
la ecuación en coordenadas polares: a) p= a (1 --соз Ф (cardioido); 
b) p = asen 3p (trifolio); с) р 2созф; d) р? + 9 = 1. 

33. Pasando а las cotdenades polares, hállese а ад de na 
figura, cuya cota viene expresada mediante la ecuación: а) 2? + y? = 
= Залу (folio de Descartes); b) ("+ уЗ)? = 2a*zy (lemniscata de 
Bernoulli). 
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$ 6. Cálculo de los volúmenes de sólidos 


1. Conceptos fundamentales y fórmulas 


1. Volumen de un sólido (seoUN JORDAN). Llamaremos sólido a un 
conjunto acotado cualquiera de puntos del espacio. 

Supongamos que en ol sólido dado está inscrito un poliedro y 
alrededor del mismo está circunscrito otro poliedro, es decir, un 
sólido formado por un número finito de pirámides triangulares. 

El conjunto de volúmenes de todos los poliedros inscritos está 
acotado superiormente (por el ¡volumen de cualquier poliedro cir- 
eunscrito) y el conjunto de volúmenes de todos los poliedros circuns- 
critos está acotado inferiormente (por ejemplo, por el cero). 

DEFINICION. Un sólido se llama cubicable, si la cota superior ezacta 
Y del conjunto de volúmenes de todos los poliedros inscritos es igual a la 


cota inferior exacta V del conjunto de volúmenes de todos los poliedros 
circunscritos. 

El número У = V = Ў se llama volumen del sólido (EN EL SENTIDO 
DE JORDAN). = 

2} Volumen de un sólido con las вессіопев transversales conocidas, 
Supóngamos que cada sección de un sólido cubicable cortada por el 
plano z = const es una figura cuadrable, además su área S (x) es una 
función continua z (а < z < b). Entonces el volumen de este cuerpo 
se calcula según la fórmula 


è 
V= | S(z)dz. (0) 


En el caso particular, en que el sólido se ha obtenido al hacer 
girar alrededor del eje Oz un trapecio mixtilíneo prefijado por una 
función continua y = f (х), а < z < b, el volumen del sólido de 
revolución se calcula según la fórmula 

А 
V=x | P(x) dz. (2) 


Il. Preguntas y tareas de control 


4. ¿Qué se Паша sólido? 

2. ¿Qué significa sólido cubicable? 

3. ¿Qué es el volumen de un sólido? 

4. ¿Aplicando qué fórmula se calcula: a) el volumen de un sólido 
con las secciones transversales conocidas; b) el volumen de un 
sólido de revolución? 

5. Adúzcanse ejemplos de sólidos cubicables. 

6. ¿Puede un plano ser un sólido cubicable? 

7. ¿Puede una recta ser un sólido cubicable? 
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Ill. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar el volumen de un sólido obtenido al girar la olipse 
+47 =1 alrededor del eje Oz. 2A 
A Según la fórmula (2) tenemos » 


Von | i (Pz) аг ra. A zp 


2. Hallar el volumen de un sólido acotado por las superficies 
zt + y= a, 2 = V3y, 2 = 0 y > 0). 

A т рвосерімтехто. Examinemos las secciones de este sólido 
cortadas por los planos z = const. En las secciones se obtienen tri- 
ángulos rectángulos con áreas 


E T = HÊ (0—28) 
Con la fórmula (1) encontramos 4 


23 emda, УЗ, 


11 PROCEDIMIENTO. Cortando este mismo sólido рог los planos 
y = const, en las secciones obtendremos rectángulos con áreas 


80) =2= (05) = 2V FF V3. 
Por eso 
7-2۷3 | y ә. А 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


34. Hállese el volumen de un cono truncado, cuyas bases están 
acotadas por elipses con semiejes A, B y a, b, y la altura es igual a h. 
35, Un sólido es en sí un conjunto de puntos М (т, y, 2), dondo 
0<1<1. Además (0<z<1, 0<y<Í, si 2 es un número 
racional, y —1 < z <0, —1 < y <0, si z es un número irracional. 


Demuéstrese que este sólido no tieno volumen, aunque Í 5 (2) de = 
1 р 

36. Hállenso los volúmenes de unos sólidos, cuyas superficies 

vienen expresadas por las ecuaciones: 


а 1, ,وک کے‎ 0 b FR 


a ya 

0 FAR =1, 140 d) афа, yea 

в) zy 4-2" = a, 224 y2=0x (sólido de Viviani). 

37. Hállense los volúmenes de unos sólidos obtenidos al girar 
las curvas siguientes: 

a) y = b (z/a)"F (0 < ж < а) alrededor del eje Ox; 

b) у = 2z — 1°, у = 0 alrededor del eje 0: 

c) y = 2z — 22, y = 0 alrededor del eje Oy; 

d) y = sen z, y = 0 (0 < z < л) alrededor del eje Oz; 

e) у = sen z, y = 0 (0 < = < л) alrededor del eje Oy; 

f) z = a (t — sen t), у = а (1 — cos t) (0 < t< 2л) alredodor 
del eje От; 

g) z = a (t — sen t), y = а (1 — cos t) (0 < t < 2л) ¡alrededor 
del ejo Oy. 


$ 7. Aplicaciones físicas de la integral definida 
1. Conceptos fundamentales y fórmulas 


1. Cálculo de la masa de una curva plana. Sea una curva simple 
L dada en forma paramétrica mediante las ecuaciones z = Ф (t), 
уф (t), a < В y sea р (=, y) la densidad lineal de masa en 
el punto (z, y) € L. Entonces la masa de la curva Г se calcula соп 
la fórmula 


8 
M= \ ee, (O) ИФ (DF YP e. 


En caso de que la curva simple venga expresada por medio de 
una ecuación en coordenadas cartesianas у = f (z), а < z < b, 
la masa de la curva L se calculará de acuerdo con la fórmula 


è 
M= | p(z, 1(2) VIFTE) dz. 
z 
En particular, cuando p == 1 el valor numérico de la masa coincide 
<on la longitud de la curva. 

2, Cálculo de los momentos y de las coordenadas del centro de grave- 
dad de una curva plana. Los momentos estáticos (o momentos de 
primer orden) de una curva L respecto a los ejes de coordenadas en el 
caso de densidad lineal constante р == 1 (momentos geométricos) 
so calculan utilizando las fórmulas (z = Ф (1), у =p (t) a < t < f 
son las ecuaciones de la curva) 


My= i (O V PFP de (momento respecto al ejo Oz); 


ФО VP F PF de (momento respecto al oje Oy). 


arman 


M,= 
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Si una curva viene dada en coordenadas cartesianas: y= f (х), 
a<<b, tendremos 


А А 
Mam УТЕ) az, му | VTF àz. 
г а 

Las coordenadas zp e yo del centro de gravedad de la curva L 

se calculan соп las fórmulas 
z=Myll, y=M, 

donde z es la longitud de la curva L. 

Los momentos de inercia (o momentos de segundo orden) de la 
curva L respecto a los ejes de coordenadas (р == 1) se calculan apli- 
cando las fórmulas 


„= f ® () VT FPF de (respecto al eje Oz); 
в 
1,= | O Vo OFP de (rospecto al oje Oy) 
o (en coordenadas cartesianas) 


» 
ъ= | P(e VIFF dz, 


è 
I= ў түрү) dz. 

3, Cálculo de los momentos y de las coordenadas del centro de grave- 
dad de una figura plana. Los momentos estáticos de una figura 
G limitada por las curvas continuas у = f; (2), y = fa (2), а <= Sb 
[donde f, (z) < fa (z)) y los segmentos de rectas z = а, т = b, en el 
caso de densidad superficial constante p == 1, se calculan haciendo 
uso de las fórmulas 

b 
М. (П) 09192 (respecto al eje Oz), (1) 
„” 
M,= | 2060—6182 (respecto al eje Oy). (2) 
a 

Las coordenadas т, e yo del centro de gravedad de una figura se 

calculan por las fórmulas 
Zo = M/S, Yo = MAIS, B 
donde S es el área de la figura G. 
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Los momentos de inercia de la figura G respecto a los ejes de 
coordenadas (р == 1) se calculan con las fórmulas 


1, 


è 
+ | R@—A Ede (respecto al ojo Oz); 


А 
1 | zifea (а)— 0291082 (respecto al oje Oy). 


Il. Ejemplos de resolución de problemas 
1. Hallar los momentos estáticos y las coordenadas del centro de 
gravedad de un trapecio mixtilíneo acotado por la parábola у? = 
= fi (z) == 2pz y las rectas у = f, (х) = 0 у = = 1. 
À Con las fórmulas (1) y (2) encontramos 
1 1 
Maa | RD ёр (sda: 
о Й 
1 ‚ 
м,= | zfı (z= Ур { GEN 
Calculemos el área de este trapecio mixtilíneo: 


1 
SV | sas 2022. 
è 


Ahora utilizando las fórmulas (3) hallemos las coordenadas del 
centro de gravedad 
® = My/S = 3,5, yo = M/S = (3/8) V2p. А 
2. Empleando el segundo teorema de Guldin (véase más adelante 
el ejer. 44), hallar las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura plana G limitada por un arco de la cicloide z = a (t — sen t), 
y = a (1 — соз), 0 < 1< 2n y el eje Oz. 
A El volumen del sólido obtenido, al hacer girar la figura alre- 
dedor del eje Ox, es igual a 
эла эл 
Уа | ydz= ло? | (1—cos d= 5000. 
0 % 


El área de la figura G es igual a 
2na 2л 


S= { ydr= \ a? (1—cos f}? de =3ла?®. 
0 


è 
Sea yo la ordenada del centro de gravedad. Según el segundo teorema 
de Guldin, $.2лу = V, de donde yọ = 5a/6. De la simetría de la 
figura G respecto а la recta х = ла se deduce que la abscisa del 
centro de gravedad xy = ла. А 


191 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


38. Hállense el momento estático y el momento de inercia de 
una semicircunferencia de radio a respecto al diámetro de ésta. 

39. Hállese el momento estático del arco de la parábola y? = 2pz 
(0 < z < р/2) respecto a la recta z = р/2. 

40. Hállense el momento estático y el momento de inercia de 
una lámina homogénea triangular con base b y altura A respecto а ви 
propia base. 

41. Hállense los momentos de inercia de una lámina elíptica 
homogénea con semiejes a y b respecto a sus ejes principales. 

42. Hállese el momento de inercia de un círculo homogéneo con 
radio R y masa M respecto a su diámetro. 

43. Demuéstrese el primer teorema de Guldin: el área de una 
superficie, formada al girar una curva plana alrededor de un eje que 
no la corta y yace en el plano de la curva, es igual al producto de la 
longitud de esta curva por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de la misma. 

44. Demuéstrese el segundo teorema de Guldin: el volumen de 
un sólido, formado por rotación de una figura plana alrededor de un 
eje que no la corta y yace en el plano de la figura, es igual al producto 
del área de esta figura por la longitud de la circunferencia descrita 
por el centro de gravedad de esta figura. 

45. Hállese el volumen de un toro obtenido por medio de rotación 
de la circunferencia (т — 2)* + у? = 1 alrededor del eje Oy. 

46. Hállense las coordenadas del centro de gravedad del arco 
de la circunferencia т = a cos Ф, у = a sen ф (lp | <a <a). 

47. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de una 
figura acotada por las parábolas az = „°, ay = т? (a >0), 

48. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de un hemis- 
forio homogéneo con el radio a. 

49. Hállense Јаз coordenadas del centro de gravedad de la figura 
limitada por la curva р = а (1 + соз q). 


Capítulo 1X 
Medida e integral de Lebesgue 


$ 1. Medida de un conjunto 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


4. Ciertas nociones sobre conjuntos. Se dice quo entre los ele- 
mentos de dos conjuntos se establece una correspondencia biunívoca, 
si a cada elemento del primer conjunto está puesto en correspondencia 
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cierto elemento del segundo conjunto de tal manera que, además, 
cada elemento del segundo conjunto corresponde sólo a un elemento 
del primer conjunto. 

Dos conjuntos se llaman equivalentes, si entre sus elementos puedo 
establecerse la correspondencia biunívoca. Si, dos conjuntos son 
equivalentes, зе dice que tienen igual potencia, 

Un conjunto se llama numerable, si éste es equivalente al con- 
junto de los números naturales (con otras palabras, un conjunto se 
llama numerable, si sus elementos pueden numerarse con ayuda de 
los números naturales). 

Por ejemplo, el conjunto de todos los números racionales del 
segmento [0, 1] es numerable, mientras que el conjunto de todos los 
números reales de este mismo segmento no es numerable. 

Si un conjunto es equivalente al conjunto de todos los números 
reales del segmento [0, 11, se dice que aquél tiene la potencia de con- 
tinuo. 

Se llama unión (suma) de los conjuntos E,, Ez, ..., E, el con- 


n 
junto E= 0, Ep, compuesto por todos los elementos pertenecien- 


tes por lo menos a uno de los conjuntos E, () 
Notaremos la unión de conjuntos E, y E, tam! 
Е, Û Eso E, + En. 
Se llama intersección de los conjuntos E,, Ey, . . ., En el conjunto 


i aa k 
én con el simbolo 


л 
б= En compuesto por todos los elementos pertenecientes a 


cada uno de los conjuntos E; (k = 1,2,...,п). 
Notaremos la intersección de los conjuntos E, y E también con 
el símbolo E, П, о E,E, 


Er 


De Ja misma manera se definen la unión Û Eş y la intersección 
ы ка 
Ñ E, de una cantidad numerable de conjuntos. 


pa 

Se llama diferencia de los conjuntos E, y E, el conjunto E = 
= ENE), compuesto por todos los elementos del conjunto E, per- 
tenecientes а Ez. 

Sea E un conjunto arbitrario de números. El punto т se llama 
punto interior de E, si existe un entorno del punto т que pertenece 
por completo a E. 

El conjunto £ se llama abierto, si todos sus puntos son interiores. 
El conjunto £ se llama cerrado, si contiene todos sus puntos 
límites. 

Por ejemplo, el intervalo (a, b) es un conjunto abierto, mientras 
que el segmento la, b] es nn conjunto cerrado. 

La unión de un número finito o de una cantidad numerable de 
conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 

Teorema 1 (SOBRE LA ESTRUCTURA DE LOS CONJUNTOS ABIERTOS). Todo 
conjunto abierto es la unión de un número finito o de una cantidad 
numerable de intervalos disjuntos dos a dos. 
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2. Concepto de la serie numérica, Sea (a,) una sucesión numé 
. Escribamos formalmente la expresión 


atat.. A 


y llamémosla serie numérica (o simplemente serie). 
Los números a, se llaman términos de la serie y el número 


Sr =2 ау, SU n-ésima suma parcial. 
Examinemos la sucesión (Sp). 
DEPINICIÓN. Si existe el lím S, = 5, se dice que la serie Ў) ay 
рее к=1 


n 
converge y el número $ se llama suma de la serie. 
3. Medida de un conjunto. Llaíaremos medida de un intervalo 
(о, P) (donde В > a) su longitud В — a. 
Sea G un conjunto abierto acotado. Según el teorema 1 puede 
ser representado en la forma de б = U (% Pa), donde (аһ, Br) 
=з 


son intervalos disjuntos dos a dos. 
Llamaremos medida uG del conjunto abierto acotado G la suma de 
las longitudes de sus intervalos: pG = 5) (Bx — ад). 


E 
Cabe señalar que si la cantidad de los intervalos (аһ, fr) es 
numerable, entonces la suma de longitudes de los intervalos es una 


serie numérica У) (Pa — од) con términos positivos (Pa — о). En 


virtud del acotamiento del conjunto G esta serie converge. 

Sea E un conjunto acotado arbitrario. Examinemos todo género 
de conjuntos abiertos acotados G que contienen £. El conjunto 
{uG} de las medidas de estos conjuntos está acotado inferiormente 
(рог ejemplo, con el 0) y, por consiguiente, tiene inf {нб}. 

El número HE = inf {pG} se llama medida ezterior del conjun- 
to E. 
DEPINICION. El conjunto E se Пата medible (según Lebesgue), si 
Ve >O existe un conjunto abierto С que contiene E, para el cual 
(СУЕ) < в. Además la medida exterior del conjunto E se llama su 
medida (de Lebesgue) y se denota con pE, es decir, pE == pE. 

OBSERVACION. Para un conjunto abierto Æ esta definición es equiva- 
lento a la dada más arriba (como б es suficiente tomar el propio E). 

La noción de medida de un conjunto generaliza el concepto de 
longitud. Para los conjuntos suficientemente simples (intervalo, 
segmento) la medida coincide con la longitud. Para conjuntos más 
complicados que no tienen longitud en sentido corriente, el papel 
de la longitud lo desempeña la medida. 

Cualquier conjunto acotado cerrado es medible. 
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Si E os un conjunto medible, además E с la, b], entonces el 
conjunto E = (а, INE (complemento del conjunto E hasta formar 
el segmento (a, b)) es medible. x 

La unión (si está acotada) y la intersección de un número finito 
о de una cantidad numerable de conjuntos medibles son conjuntos 
medibles, En este caso la medida de la'unión de una cantidad nume- 
rable (o finita) de conjuntos disjuntos dos a dos, es igual a la suma 
de las medidas de estos conjuntos, es decir, si 


E= Û Ev ENE=9 (4), 
hmi 
entonces 
һЕ= Ў һЕ,. 
& 


Esta propiedad se Пата aditividad numerable (o aditividad о) de la 
medida de Lebesgue. 


Il. Preguntas y tareas de control 


. ¿En qué consiste la correspondencia biunívoca entre los elemen- 
tos de dos conjuntos? 

. ¿Qué conjuntos se Патап equivalentes? 

. ¿Qué conjunto se llama numerable? 

. ¿Será numerable: a) el conjunto Q de todos los números raciona- 
les; b) el conjunto R de todos los números reales? 

5. ¿Qué es un conjunto con potencia de continuo? ¿Tiene el соп- 
junto R de todos los números reales la potencia de continuo? 

6. ¿Qué se llama unión de conjuntos? ¿Puede la unión de conjuntos 
coincidir con uno de éstos? ¿Puede la unión de conjuntos no 
vacíos ser un conjunto vacío? 

7. ¿Qué se llama intersección de conjuntos? ¿Puede la intersección 
de conjuntos coincidir con uno de éstos? ¿Puedo la intersección 
de conjuntos no vacíos ser un conjunto vacío? 

8. ¿Qué es la diferencia de dos conjuntos? ¿Puede la diferencia 
ENE, de conjuntos no vacíos coincidir: а) con £,; b) соп Ey? 

9. ¿Qué es: a) un punto interior del conjunto; b) un conjunto abier- 
to; с) un punto límite del conjunto; d) un conjunto cerrado? 

40. ¿El conjunto Q de todos los números racionales es: a) abierto; 
b cerrado? 
¿ l conjunto R de todos los números reales es: a) abierto; b) ce- 
rrado: 
12. Demuéstrese que la unión de un número finito o de una cantidad 
numerable de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. 
13. Demuéstrese que la intersección de un número finito de conjuntos 
abiertos es un conjunto abierto, pero la intersección de una canti- 
dad numerable de conjuntos abiertos puede no ser un conjunto 
abierto. 
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14. Demuéstrese que la intersección de un número finito o de una 
santidad numerable de conjuntos cerrados es un conjunto се- 
rado, 

15. Demuéstrese que la unión de un número finito de conjuntos 
cerrados es un conjunto cerrado, mientras que la unión de una 
cantidad numerable de conjuntos cerrados puede no ser un con- 
junto cerrado. 

16. Enúnciese el teorema sobre la estructura de los conjuntos abier- 
tos. 

17. ¿Cuándo se dice que la serie numérica converge? ¿Qué se Пата 
suma de una serie? 


18. Sean todos los términos de la sorie 2 a, no negativos. Demués- 
h 


trese que en este caso: a) la condición necesaria y suficiente para 
la convergencia de la serie es el acotamiento de la sucesión {Sn } 
de sus sumas parciales; b) si se reordenan los términos de la 
serie de manera arbitraria, tendremos que la suma de la serie 
no cambiará. 

19. ¿Qué se llama medida: a) de un intervalo; Ъ) de un conjunto 
abierto acotado? Demuéstrese la convergencia de la serie pG = 


=} (Ba — ж), donde (<a, Ba) son intervalos disjuntos dos a 


dos, con los cuales está formado el conjunto abierto acotado G. 

20. ¿Qué se Пата medida exterior del conjunto? ¿Acaso todo 
conjunto acotado tiene medida exterior? 

21. Dése la definición de un conjunto medible y de su medida. 

22, Utilizando la definición del conjunto medible, demuéstrese 
que el segmento [а, В} es medible, además su medida p la, b] = 
=b—a (a<b). 

23. Sea un conjunto medible E с la, bl. Demuéstrese que el con- 
junto Ё = la, УЕ es medible, además pE = р la, bl — pE. 

24. Demuéstrese que un conjunto acotado cerrado es medible. 

25. ¿Qué es la aditividad numerable de la medida? Demuéstrese 
que la unión (si está acotada) de una cantidad numerable de 
conjuntos medibles es un conjunto medible. 


Ill. Ejemplos de resolución de problema 


1. Demostrar que el intervalo (0, 1) = / y Ја recta numérica R 
son conjuntos equivalentes: В ~ 7. 

A Para demostrar la equivalencia de los conjuntos 7 y R hace 
falta establecer entre sus elementos Ja correspondencia biunívoca. 
Tal correspondencia la realiza la función 


к= (ar), 261. 


En realidad, a cada хЄ/ esta función pone en correspondencia 
cierto JER y puesto que aquélla es continua y crece en Г y, 
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además, lím tg (=) =-<0, Sm tg (1-2) = +o, en- 


tonces VyER existe el- único zE1 tal que y=tg (123). 

Esto significa precisamente que entre los elementos de los conjuntos 

LY R está establecida la correspondencia biunívoca. Así, pues, 
~i, А 

2. Demostrar que el intervalo (0, 1) = Z у el segmento 10, 11 = 5 
son conjuntos equivalentes: I ~ S$. 

A Sea Q el conjunto de todos los números racionales del segmen- 
to S. Este conjunto es numerable (véase el $ 6, cap. II). Hagamos 
@ = SNQ. Entonces 5 =Q +0. Eliminemos del conjunto Q 
los puntos 0 y 1. Obtenemos el conjunto numerable Q, de números 
Tacionales del intervalo Z. Es evidente que I = Q, + 0. Бн que 
Q y Q, son conjuntos numerables, resulta que 0 ~ Q,. De aquí so 
deduce que Q + Ọ ~ Q, + О, es decir, 5 ~ I. А y 

OBSERVACIÓN. De los resultados de los ejemplos 1 y 2 se infiere 
que la recta numérica R (el conjunto de todos los números reales) 
tiene potencia de continuo. 

3. Sea EC la, b) un conjunto abierto. Demostrar que G = 
= la, DINE es un conjunto cerrado. 

A Hace falta demostrar que G contiene todos sus puntos límites. 
De la definición dada para la diferencia de conjuntos se desprende 
que Vz € la, b] o bien z € E, o bien х € б. Sea z un punto límite 
del conjunto С, es decir, en cualquier entorno del punto z hay puntos 
del conjunto G distintos de т. Es evidente que т € la, Ь]. Demostre- 
mos que z Є С. Supongamos lo contrario. Entonces т € E y, puesto 
que Ё es un conjunto abierto, existe un entorno del punto г que 
pertenece por completo a E. Por consiguiente, en este entorno del 
punto z no existe ningún punto del conjunto G, pero esto contradice 
a qué т es un punto límite de б. Esta contradicción demuestra que 
z €G y, por consiguiente, С es un conjunto cerrado. А 

4. Demostrar que el conjunto Q de todos los números racionales 
de un segmento arbitrario la, b] es medible, además рО = 0. 

A El conjunto Q es numerable, por eso sus puntos pueden nume- 
rarse con ayuda de números naturales. Prefijemos un e > 0 arbitrario 
y coloquemos el primer punto del conjunto О en intervalo de longitud 
e/2, el segundo, en intervalo de longitud e/2*, . . .; el n-ésimo, en 
intervalo de longitud e/2”, etc. La unión de estos intervalos es el 
conjunto abierto G, cuya medida es 


HE < J =e. 
ка 
En virtud de que e es arbitrariamente pequeño, de aquí зе deduco 
que 20 = 0. Puesto que (СУ) < б, entonces р (GNQ) < иб = 
< e. Esto significa según la definición que Q es medible, 
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además рО = р0 = 0. En este caso se dice que el conjunto Q tiene 
medida nula. А 

5. Sea a un número arbitrario tal que 0 < a < 1. Formemos dos 
conjuntos D y E con ayuda de una cantidad numerable de pasos de 
la manera siguiente. Еп el primer paso eliminemos del segmento 
[0, 1) el intervalo E, de longitud a/2 situado simétricamente respecto 
al centro del segmento (0, hi (demos a semejante intervalo el nombre 
de intervalo medio). En el segundo paso de los dos segmentos iguales 
restantes, eliminemos los intervalos medios de longitud a/8 cada 
uno. Designemos la unión de estos intervalos por E»; la longitud de E, 
es igual a a/4. En el tercer paso de los cuatro segmentos iguales res- 
tantes elimi оз los intervalos medios de longitud a/32 cada uno. 
Notemos la unión de estos cuatro intervalos por Ey; la longitud de Ey 
será igual a a/8. En el cuarto paso de los ocho segmentos iguales res- 
tantes elíminemos los intervalos medios de longitud a/128 cada uno, 
ete. Sea 


E= Û Bs D=10, ANE. 
S 


Demostrar que: 

a) E es un conjunto abierto y D, un conjunto cerrado; 

b) ВЕ а Ш = 1 — a; 

c) el conjunto D no contiene en forma completa ningún segmento; 

d) el conjunto D no contiene puntos aislados; 

е) Ve>O 3 un conjunto D’ tal que DED' y 0< pD’ — 
— pD < е; 

f) el conjunto D no es numerable. 

A a) El conjunto Æ es abierto, puesto que es la unión de interva- 
los, o sea, de conjuntos abiertos; el conjunto D es cerrado, puesto que 
es un complemento de un conjunto abierto hasta formar un segmento 

b) Puesto que los conjuntos E, (k= 1, 2, ...) son disjuntos 
entonces, en virtud de la aditividad o de la medi 


pE= Ў ВЕ Ў =a. 


amt з 
Los conjuntos D у E son disjuntos, por eso 
uD = p [0, 1) — pE = 1 — a. 


€) Supongamos que el conjunto D contiene en forma completa 
cierto segmento de longitud 1. Advírtamos que al formar el conjunto 
D después del n-ésimo paso de eliminación de los intervalos medios, 
la parte restante del segmento [0, 1) consta de 2” segmentos iguales 
disjuntos. Designemos la longitud de cada uno de éstos por da. 
Es evidente que da —>0 cuando n — оо. Para cualquier п el con- 
junto D forma parte de la unión de los 2" segmentos indicados. Por 
eso el segmento de longitud 1, contenido por completo en D, debe 
hallarse enteramente en uno de los segmentos indicados de longitud 
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da, es decir, 1 < da. Pero esto contradice a que @„— 0 cuando 
п —> оо. Así, pues, el conjunto D no contiene por entero ningún 
segmento. 


d) Si el conjunto D contuviera algún punto aislado, de este hecho 
se deduciría que al construir D a partir del segmento (0, 1] fueron 
eliminados dos intervalos adyacentes (separados por este punto), 
Sin embargo, cualesquiera dos intervalos eliminados quedan separa» 
dos por un segmento y no por un punto, 
A 
e) Pongamos D'==[0. 1N U, En: Es evidente que DED', 
ү 


= 
además D'ND= |) E, pD'—=pD= J в, JF p=. 
AE dns hanti, 
De aquí se deduce que Ve >> 0 Зл tal que se cumple la desigualdad 
0< pD'—pD = <e. 


1) El conjunto numerable tiene medida nula (véase el ejemplo 4). 
Puesto que pD = 1 — a 4 0, tendremos que D es un conjunto 
innumerable. 4 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


4. Domuéstrese la equivalencia de los siguientes conjuntos: 

2)(1,2,3,4,..-)y (2,4,6,8,..-) 

b) de los segmentos 10, 1] y la, bl; 

с) del intervalo (a, b) en la recta numérica R. 

2. Demuéstrese que: 

a) un subconjunto infinito de un conjunto numerable también 
es numerable; 

b) la unión de un número finito o de una cantidad numerable de 
conjuntos numerables es un conjunto numerable; 

©) el conjunto de todos los polinomios con coeficientes raciona- 
les es numerable; 

d) el conjunto de puntos de discontinuidad de una función monó- 
tona es finito o numerable, 

3. Demuéstrese que el conjunto de todos los números reales del 
segmento [0, 1] es innumerable. 

4. Demuéstrese qu 

a) si A es un conjunto infinito y В, un conjunto finito o numera- 
ble, entonces А + В ~ А 

b) si А es un conjunto i о; B, un conjunto finito o numerable 
y ANB, un conjunto infinito, resulta que ANB ~ A; 

o) el conjunto de todos los números irracionales del segmento 
(0, 4) tiene la potencia de continuo; 

d) cualquier conjunto infinito contiene una parte equivalente 
a todo el conjunto. 


199 


5. Demuéstrese que para cualesquiera conjuntos A, В, С: 

а) (A+B)C=AC+BC; b) A -A = А; с) AA = А; 
d) A + BC = (А + B) (А + С); e) А = (ANB) + АВ, en par- 
ticular, A = (ANB) + В, si BA. 

6. Sea Vk: А„с E, Д, = ЕУ, А, es el complemento de А, hasta 
formar E (el número de conjuntos 4, es finito o numerable). 
Demuéstreso que U А, = N А. 


7. Sea E с (a, b) un conjunto cerrado. Demuéstrese que G = 
=(a, b)NE es un conjunto abierto. 

8. Demuéstrese que el conjunto 0 de todos los números irracio- 
males del segmento (a, bÌ es medible y hállese su medida. 

9. Sea E un conjunto acotado tal, que ¡E = 0. Demuéstrese que 
E es medible, además рЕ = 0. 

10. Demuéstrese que cualquier subconjunto del conjunto de 
medida mula tiene esta misma medida. 


$ 2. Funciones medibles 
1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de la función medible. Sea que la función f (z) 
está definida en el conjunto medible Е. Designemos con el símbolo 
{z € E: f (2) < с) el conjunto de todos aquellos valores del argu- 
mento z que pertenecen al conjunto E, para los cuales f (z) < ¢ 
(с es cierto número). 

DEFINICIÓN. La función f (т) se llama medible en el conjunto E, 
si para cualquier número c el conjunto {z € E: f (z) < с} es medible. 

Teorema 2. Para que la función f (т) sea medible en el conjunto E 
es necesario y suficiente que para todo número с sea medible cualquiera 
de los conjuntos siguientes: {z € E: f (х) > с}, (€ E: f (т) 2с), 
{z € Е: f (2) < с}. 

2, Algunas propiedades de las funciones medibles. 

4%, Si una función f (т) es medible en el conjunto Е, será medible 
en cualquier subconjunto medible del conjunto £. 

22, Si una función f (z) es medible en los conjuntos Ej, Ej, .. - 


<.. En» .. .у resulta que es medible en su unión КТ Es y en la 
5 А 
intersección f Ep. 


kei Э 

34, Si una función / (т) está definida еп un conjunto £ de medida 
nula, tendremos que es medible en este conjunto. 

4%. Si las funciones f (z) y g (z) son medibles en un conjunto E, 
quiere decir que las funciones f (z) + g (2), f (z) —8 (2), f (2) g (2) 
y f (ж)/к (z) (a condición de que g (2) + 0) también son medibles 
en el conjunto E. 

5%, Toda función continua en un segmento es medible en este 
segmento. 
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Se dice que cierta propiedad es válida casi por todo sobre el con- 
junto E, si el conjunto de los puntos de E, en que aquélla es falsa, 
tiene medida пша. 

Los funciones f (z) у g (z) definidas en el conjunto medible E 
se llaman equivalentes en este conjunto, si son iguales casi por todo 
en los puntos de éste. 

La notación de la equivalencia es: f (z) œ g (z) en E. 

Por ejemplo, la función de Dirichlet 


_ [0, si z es un número irracional, 
ро) = (0 9а ее un mámero recional; = Са, 6, 00 


es equivalente en la, b) а la función continua g (т) = 0, puesto que 
el conjunto de puntos z del segmento [а, b], en los cuales D (z) =Æ 
=+ g (2), es el conjunto Q de todos los números racionales del segmen- 
to la, bl, cuya medida es рО = 0. Cabe advertir que la función 
D (х) es discontinua en todos los puntos de (a, b). 

Aduzcamos dos propiedades más de las funciones medibles. 

ба, Si g (т) es medible en E, f (z) = g (z) en E, entonces j (z) 
es medible en E. 

7а. Teorema 3 (TEOREMA DE LUZIN O PROPIEDAD С DB LAS FUN- 
CIONES MEDIBLES), Para que la función f (х) sea medible en la, bl, es 
necesario y suficiente que Ме >> 0 ezista una función g (z) continua 
еп la, b] tal que p {z € la, bÑ: f (ж) + g (2))< e. 

El teorema de Luzin significa que toda función medible en 
la, bl, puede hacerse continua mediante su cambio en un conjunto 
de medida tan pequeña como se quiera, es decir, las funciones medi- 
bles en este sentido son próximas a las funciones continuas. 


Il. Preguntas y tareas de control 


1. Dése la definición de función medible. 

2. Valiéndose de la definición, demuéstrese que las siguientes fun- 
ciones son medibles: 

а) у (2) = с = const, z € la, bl; 
b) / (2) = z, z € la, bl; 

0 рага 0<2< 1/2, 
©) (= | 4 para 112<2<1. 

. Enúnciese el teorema que expresa la condición necesaria y sufi- 
ciente para que una función sea medible en el conjunto Ё. 

. Enúnciense las propiedades 1% — 5% de las funciones medibles. 
Demuéstrense las propiedades 1% — 3°. 

. ¿Cuándo se dice que cierta propiedad es válida casi por todo 
sobre el conjunto E? 

. ¿Qué funciones se llaman equivalentes en el conjunto E? Demués- 
trese que la función de Dirichlet es equivalente en la, b] a una 
función continua. ¿A qué es igual la medida del conjunto de 
puntos de discontinuidad de la función de Dirichlet en la, b]? 

т. Enúnciese y demuéstrese la 62 propiedad de las funciones medibles. 


о = ж о 
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8. Utilizando las propiedades 5° y 6%, demuéstrese que si una función 
f (х) es equivalente en la, Б] a una función continua, entonces 
1 (х) es medible en la, b). 

9. Enúnciese el teorema de Luzin. Ilústrese este teorema en el ejem- 


о 
plo de la función / (z) = {9 т асе ST 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 


1. Demostrar que la función de Dirichlet D (т) [véase la fórmula 
(4)1 es medible en la, Ы. 

A Ateniéndose a la definición de la función medible es necesa- 
rio demostrar que Ve el conjunto {z € la, b): f (2) < с) = Е, es 
medible. Examinemos tres casos. 

Si ¢ > 1, tendremos que Ec = la, b) es un conjunto medible, 

Si 0 <e < 1, entonces E, Q, donde Q, que es el conjunto 
de todos los números irracionales de [а, bl, resulta ser un conjunto 
medible. 

Si c< 0, esto significa que E. = Ø, donde Ø es un conjunto 
vacío. El conjunto vacío se considera medible: pø = 0. 

Así, pues, D (т) es una función medible. А 

2. Demostrar la 5% propiedad: una función f (z) continua en 
la, bl es medible en [a, Б]. 

Demostremos que Ve el conjunto {z € la, bl: f (z) < с) = E, 
ез medible, Si Е, = Ø, entonces E, es medible: pE, = pØ = 0. 
Sea que E. no es vacío. Demostremos que Е, es un conjunto cerrado, 
De aquí se deducirá que E. es medible. Sea zo el punto límite del 
conjunto Е, Hace falta demostrar que х, € Ee. Está claro que 
Zo € la, b). Según la definición del punto límite, 3{х„}-> Zo, 
además Vn т„ € £.. De la continuidad de f (z) en el punto xy se in- 
fiero que {f (2) — f (Zo) y, puesto que х, € Ec, tendremos que 
f (zn) < с. Por consiguiente, f (хе) < с, es decir, ж € Ec, lo que 
se trataba de demostrar. 


IV. Problemas y ejercicios 
para el trabajo independiente 


11. Demuéstrese el teorema que expresa la condición necesaria 

y suficiente para e a пи sea medible en el conjunto E. 
мә рага z Є Е, 

12. Sen f (2) = {5 Pra ED =10, 1105, Condo E y D son 
los conjuntos del ejemplo 5 del $ 4. Demuéstrese que: 

а) f (z) es una función medible en [0, 1); 

b) D es el conjunto de todos los puntos de discontinuidad de / (х); 

с) Ve 2 0 existe una función continua g (х) en [0, 1] tal que 
р {®Є10, 4): f (2) + g (2)}) < e. 

13. Demuéstrese que la función q (z) = z, z € D, donde D es 
el conjunto del ejer. 12, es medible en el conjunto D, 
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14. Valiéndose del teorema de Luzin, demuéstrese que la suma, 
la diferencia y el producto de las funciones medibles en (a, b] son 
funciones medibles en la, b]. 


$ 3. Integral de Lebesgue 


1. Conceptos y teoremas fundamentales 


1. Definición de la integral de Lebesgue de una función acotada. 
Sea E un conjunto medible arbitrario. Llamemos partición del 
conjunto E a cualquier familia de partes 7 = (Е) de un número 


finito de conjuntos medibles Ej, Ea, . ++, En tal que U Er = Е; 
Er QE; = Ø (+). 
Supongamos que en el conjunto E está definida una función aco- 


tada f (z). Para una partición arbitraria T = (£,) hagamos M, = 
= зар] (z), m inf / (z) y anotemos dos sumas: 
h En 


а А 
Sr = 2, М. з= 2 тре. 


Los números Sr y sr se llaman sumas superior e inferior de la 
partición 7. Es evidente, VT sp < Sr- 

Examinemos los conjuntos numéricos {зу} y (Sy) de las sumas 
inferiores y superiores de todo género. Estas están acotadas inferior- 
mente por el número muE y superiormente, por el número МНЕ, 
donde т = inf (2), М = sup f (z) y, por lo tanto, tienen cotas 


exactas. Los números I = sup {ву} e T = inf {Sr} se Патап inte- 
grales inferior y superior de Lebesgue. 
DEPINICION. Una función ў (т) acotada en un conjunto medible E 
se Пата integrable según Lebesgue en este conjunto, si I = Г. 
Además el número J = Г se Пата integral de Lebesgue de la 
función f(z) sobre el” conjunto Е y se designa соп el símbolo 


OS 


2, Relación entre las integrales de Riemann y de Lebesgue. 

Teorema 4. Cada función integrable según Riemann en la, b] es 
integrable en la, b) en el sentido de Lebesgue, además las integrales de 
Riemann y de Lebesgue de semejante función son iguales. 

onservación. La afirmación inversa по es justa (véase el ejemplo 
en el р. IID. 

3. Clase de las funciones acotadas integrables según Lebesgue. 

Teorema 5. Para que una función f (х) acotada en un conjunto 
medible E sea integrable según Lebesgue en este conjunto, es necesario y 
suficiente que f (2) sea medible en E. 
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4. Integral de Lebesgue como límite de sus sumas integrables. 
Sea f (х) una función medible acotada en un conjunto Ё, т = 
= inf f (а), M = sup f (z) y sean Yı Var < <, Ул-у DÚmeros arbitra- 
rios tales que m = yọ < Y < Ys SC... < Yn = М. 

Se llama partición del conjunto E según Lebesgue la partición T = 
= {En}, donde E, = {z €E: yo <f (2) <), Ex = {z € E: 
a <) <и). k= 2, 3, n. 

Sea E, un punto arbitrario de E, (k=1, 2, ..., п). El número 


А, 
En W= 2,166) HE, ве Паша suma integral de Labesgue 
a algún E, = @, quiere decir que E, no contiene ningún punto de 
a у el correspondiente sumando en la suma se considera nulo). 
Hagamos = máx ду, donde бу = ya — v-r- 
Teorema 6. El límite de las sumas integrales de Lebesgue cuando 
8>0 es igual a la Integral de Lebesgue, es decir, Km 1 (En, Es) = 
Г 


= (dr. 

E 

De este teorema se deduce que la integral de Lebesgue puede 
determinarse como el límite de las sumas integrales de Lebesgue 
cuando ô — 0. Esta definición de la integral de Lebesgue es análoga 
a la definición de la integral de Riemann, con la diferencia de que, 
al componer las sumas integrales, se divide en segmentos parciales 
до sl campo de definición, sino que el conjunto de valores de la 
unción. 


5. Propiedades de la integral de Lebesgue. 
4а. | ак) =. 
28, LINEALIDAD DE LA INTEGRAL. Si f (z) у g (2) son integrables en 


E, mientras que œ y В son números arbitrarios, tendremos que la 
función af (х) + Bg (х) es integrable en E, además 


| laf (2) +Be (Dan (а) = | (Dap (+P | 8(2) ё (2). 
Ё 2 


3%, ADITIVIDAD DE LA INTEGRAL: Si f (z) es integrable en E, y Ey, 
además E, Е, = Ø, entonces f (т) es integrable en E, |) Ё; y se 
cumple la igualdad 


1(2) р (2) = ! оак Û HOLTON 
EE: 1 2 


4. Si f(z) y g(z) son integrables en E, además /(2)>£(2) 
Ухє E, resulta que 


(1dr (> | e) duo). 
? > 
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М. Preguntas y tareas de control 


4. ¿Qué se llama partición de un conjunto medible E? 

2. ¿Qué se entiende por sumas superior e inferior de la partición? 

3. Demuéstrese que si la partición Т, se ha obtenido de la par- 
tición 7, = (Ea) con ayuda de particiones de algunos E, (es 
decir, desmenuzando 7,), entonces Sy, < Sr, Sr, > Sr, 

4. Demuéstrese que зт, < Sy, Sr, < Sr, para cualesquiera par- 
ticiones de T, y Te. 

5. ¿Qué son las integrales superior e inferior de Lebesgue? Demués- 

treso que / < T. 

Dénse las definiciones de la función integrable según Lebesgue 

y do la integral de Lebesgue. 

¿Qué шк existe entre las integrales de Lebesgue y de Rie- 

mann: 

¿Qué representa en sí la clase de las funciones acotadas integra- 

bles según Lebesgue? 

¿Qué es la partición de Lebesgue? 

¿Qué se llama suma integral de Lebesgue? 

¿Se puede definir la integral de Lebesgue como el límite de 

las sumas integrales de Lebesgue? ¿En qué consiste la genorali- 

dad y la diferencia de esta definición de la integral de Lebesgue 

en comparación con la definición de la integral de Riemann? 

12. Enumérense las propiedades de la integral de Lebesgue. 


op p м р 


Ill. Ejemplos de resolución de problemas 

Demostrar que la función de Dirichlet D (x) (véase la fórmula 
(1) $ 2) es integrable según Lebesgue en [а, b] y hallar $ D (2) du (2). 

=; 

А 1 ркосарімівнто, Puesto que D (z) ;>0, Para cualquier 
partición Т tenemos sr >0, Sy > 0. Examinemos la partición 7* 
del segmento [a, b] en un conjunto Q de números racionales y el 
conjunto Q de números irracionales. Para esta partición 


Sr = sup D (z) nQ + sup D (2) pọ = 1-0 +0. (b — a) = 0. 


De esta manera el conjunto (Sy) contiene el O. Por eso 7 = inf {S7} = 0. 
Puesto que todos sy > 0, tendremos que I = sup (sr) > 0, y, 


por cuanto / < T, obtenemos / = 0. 
Así, pues, I 0. De aquí se infiere que la función D (т) 


es integrable según Lebesgue en la, bl, además (| D (2) р (2) = 0. 


b] 
si SRDS. Para cualquise- partición de Lehes Y = 
{E,) tenemos: pE, = p fz € la, bl: 0 <D (2) < Jı <1) = 
—a (Èi) = OV Є: pE, =pE,=...= HE, = 
pE, = p {z € la, bl: 0 < yn, <D (х) < 1) = p = 


inl 
= 
1 
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VE, € En. Por eso I (Ep, Ыы) =/ (ê) pO + 
es decir, cualquier suma integral de Lebesgue es 


+ f (Èn) ро 
ente, lim I (En, En) = 0, o sea, la función D (2) 


nula, Por consig 
es integrable en la, bl, además $ D (2) dp (2) =0. А 


Tob) 
onsenvación, Es sabido que la función D (т) по es integrable 
según Riemann en la, b]. De esta manera, una función integrable en 
el sentido de Lebesgue puede no ser integrable según Riemann, 


IV. Problemas y ejercicios para el trabajo independiente 


15. Sea / (2) una función del ejer, 12. Demuéstrese que / (x) es 
integrable en el sentido de Lebesgue, pero no es integrable según 
Riemann en (0, 1]. 

16. Anótonse para la función f (z) del ejer. 15 las sumas integrales 


de Lebesgue y calcúlese È / (z) du (2). 


[0,1] 
17. Demuéstrese que la función Ф (z) del ejer. 13 es integrable 
según Lebesgue en el conjunto D, y calcúlese {Ф (z) dp (2). 


3 
18. Demuéstrese que si una función f (х) = 0 casi por todo el 
conjunto medible E, tendremos que ésta es integrable, además 


[7 (2) ан (2) =0. 


Е 

19. Demuéstrese que si las funciones acotadas / (х) у g (х) son 
equivalentes en el conjunto E y la función f (2) es integrable en £, 
entonces la función р (т) también será integrable en E, con la parti- 


cularidad de que (е (2) du (х) = (7 (2) dp (2). 


Е Ё 

20. Domuéstrese que cada función integrable según Riemann en 
la, bl, es integrable en [а, b] en el sentido de Lebesgue, además las in- 
tegrales de Riemann y de Lebesgue de semejante función son iguales. 

21, Demuéstrese la suficiencia en el teorema 5, es decir, demués- 
trese que una función acotada medible en un conjunto E es integrable 
según Lebesgue en este conjunto. 

22. Demuéstrese que tiene lugar el criterio siguiente de integra- 
bilidad de los funciones en el sentido de Lebesgue (que es análogo al 
criterio de integrabilidad según Riemann): para que una función 
acotada ел un conjunto medible E sea integrable según Lebesgue, 
en este conjunto es necesario y suficiente que Ve > 0 exista tal 
partición 7 de Lebesgue del conjunto E, рага la cual es válida la 
desigualdad Sy — sr < e. 

23. Demuéstrese que si una función j (т) está acotada y es medi- 
ble en un conjunto E, entonces el límite de sus sumas integrales de 
Lebesgue cuando 6+ 0 [8 = máx (уһ — йл) es igual a la 


<< 
integral де Lebesgue de la función 7 (z) en el conjunto E. 
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Respuestas e indicaciones 


Capítulo 1 
1. e Recúrraso al método de demostración por el absurdo. 4, Supongamos 
cción del tipo as, алаа... ау (9) ol resultado do división 
m por otro número natural т. Entonces ўр ЄХ, p > k, 
le satisfacer las desigualdades 


1 
IS <a, а... a+ ° 


Por consiguiente, 


N теср = Т 


ER: 1 

TF ~a, a -e 6099... =F 
p signos 

lo que es imposible fexpliguese, por qué). La contradicción obtenida demuestra 

la afirmación inicial. 5. és 


Aprovéchense los resultados de los ejemplos 1 у 2. 
15. Sea z un número positivo cualquiera y sean г, e y, cualesquiera números 
racionales que satisfacen las desigualdades 


casn 0<y<t t) 


Por lo tanto la definición del producto de números positivos tenemos 
2 = sup М, donde M = ((z,y1)). Como se infiere de (e), Vz, y0< 


< (к), < у < л, es decir, z es la cota superior del conjunto М. Sea Far 
Como se ha mostrado en el ejemplo 1 del $ 4, existe un número racional 2* 
tal, que 2 < z* < т. Tomemos z; = x*, y, = 1. Entonces (тууу), = 29 1 = 26 
y, por consiguiente, feo) > 7. Así, pues, para el número z vienen cumplidas 
ambas condiciones de definición de la cota superior exacta de un conjunto, 
ев decir, sup М = z. De esta manera, Yz > 0: z-1 = sup М = т, de donde 
ж = т, Si а = 0, tendremos que según la rola de multiplicación de los 
números racionales 0:1 = 0, Si = < 0, resulta quo en correspondencia con 
la definición del producto de los números reales 2-1 = —| z |-1. Pero como 
acabamos de mostrar, | z |-1 = | z |, es decir, ale] =2 33, 0 Para 


TiTa... тп = 0 la afirmación es evidente. Рага тугу... га ¥ 0 hágase 
Pz ам аута. In (k = 1,2,..., n) y vtiliceso el resultado del ejemplo 2 


Capítulo U 


1. a) Sí; b) no; с) no; d) sí; e) по. 4. No. 5. ® Es suficiente demostrar que 
la sucesión (zn) no está acotada. 14. Ф Si lim z, = +æ, entonces ЗА > 0 


y el número N tales que z, > 4 Yn >N. Entro z, гь... ту oxisto un 


207 


número mínimo. 15. a) z4 = зу = —120; b) ту» = 20. 20. a) Converge, si 

Г EA О мрн шн ві ү< 3/2. 
> bb of 9 18. 

23, a) а b) 1/3; с) 1. Ө Represéntese la fracción -pry Hy en forma de 

1 

E TT 


тс у en forma de бар r: 27, Puesto 
que Ve>0 Mm f = 1, tendremos pue Ye >0 30 tal que үл> s 


cumple la desigualdad (еруі <1 6 ЛУТ се. 2. (+YTFID2. 

30. a) (a-+2b)/3; b) Va; ya. 33. e d) Demuéstrese que: 1°) el conjunto 

a ше ш айва está adotado; 2) ai MI Û e, sup U =b: 

entonces ё, DE U; 3% e= lim zn, b= Па sn. 35, а) Los puntos límites son, 
ma -= 


= —2; b) ө puntos límites son: 0, 4, 2; Maneh 


ик 2, ...„ п); d) 1/4. © Represóntese зере 


2, –2; ды Ln 


lim lim mb e) los pantos límites son: —4, 0, 2, 6; Ta 2=8, la жае 


4) los puntos son: —41/2, 1; 


zn=1, lm z= Tis ©) el punto límite 


es 1; Та = +, Ма xn =—o00; f) los puntos límites son: 0, 1; Tm zp =1, 
naw 


lim sn=0; 8) los уйы límites son: ez Уз те аа ett; 


Tan =e, lim n= ут h) los puntos límites son: 0, 4/2, 4; 
mm. ma 
Tai Jim za =0; i) los puntos límites son: 1, 2; Tm 2,2, lim еъ 


Y) los puntos límites son: 0, 1; Tim sp = 


límites; Tim т„= 4-9, — оо. 36. Diverge. ® Demuéstrese que 


1 
Ша та = Кае» 37. e a) Utilicese la estimación de $< FETT 
=r para #> 2; d) hágase uso de la estimación de |zn.p— 2, | = 


+ 
|, Y СБА Y lal*. 38. ө En la definición de la 4% sucesión 
E 


fundamental hágase РСА в. ө b) Demuéstrese que para e=4/2 y 
Vn [20 zanl > 1/2. 


Capítulo Ш 
2. ө Domuéstrese que f pr по satisface la definición del límite de la función 
según Heine. 3. No, 4 demostrar que lim f(z) para | a |% 1 no 
existe, aprovéchese ita de la Co EE re, а el límite de una función 
según Heine. 8. a) 1b) A 4/2; d) 4; o) т. 9. a) 4/3; b) —2; о) 1/4. 
10. a) 1; b) 549/33; с) 4; d) 1/2. 12. a) No; b) 15, c) 1. 15. a) z = 0 es 
un punto de discontinuidad ышы; b) т = 0 es un punto de discontinuidad 
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de 1 especie; h) z = —{ y 7=3 
son puntos de discontinuidad de 11 especie; РА = 1 es un punto de discontí- 
nuidad ovitablo; k) х = —1 es un punto de "discontinuidad de І especie; 
1) z= —1 es un punto de discontinuidad de І especie. ni 
фа. ушш тусу, g 1 + 2) = 1 de az +o 


cierta. En efecto, por ejemplo, la función сар = es ша infinitósima 
de orden superior que =-+=* para z— 0 ( puesto que la a 0) , pero 


lim e, ез decir, 2/2 чё 0(=%) para z— 0; b) no; е) sí; d) по; 
БУ 1. 28. в) 2524-0 (2), 2524-0 (2); b) 1—8rt40(2%), 1—(1/2) 2140 (28): 
о) 14622-0 (2): 14 Vido (VD d) 294-0 (29); 24-0 (2); e) (1/2) 2+0 (2), 
(027) Vz+o(V 2); 0 1422 2-40 (z), 142100 240 (29); g) —221+ 
Бо (80), —2284о (29); b) 0—02) =о (ә), 1-02) 2009); 0) Va+ 
+o (V2); k) 14-02412) |21) ln 540(2); 1) 1—(1/0) z+o (2); m) —(1/2) 224 
о (29). 24. в) (— 2+0 ((2—2)2); b) 148 (2—2)4-0(2—2); с) 2—24 
Ho Y) YA o 02—290); е) я (12—40) -0(2—2); 
0 (2/35) (2—2)--0 (2—2); g) 4014-2) (2—2) (2—2). 25. а) 1/240 (0); 
b) 1482)--о (0а); o) 5/2400} a) (VD VED; Udo VF; 
e) 1—1/22) +o (1/2); 0) 1--085)/=+о (0/2); D —4/21--0 (1/49), 4f 
+0 (1/22); h) 1/V240(1V2). 26. а) 1/3+0(0; b) (1/m)l044+0(1/m); 
c) 1/YR+0(1/V n). 27. а) 4; b) 1/V3; с) 2/л; d) a/m—B/n; e) 1; f) —4/12 
8) i/a; b) 1/2, VZJ, 1; i) 0; k) 0, si a<b; +00, si a>b; e” 
D 4; m) 4; n) VB. 28. a) ajm+B/m b) —19/3; c) 1/324; d) —4/9; e) 3; 
f) Ina; g) e"; h) 0; i) 0; К) 0; 1) e7%2; m) ert. 29, а) —2; b) aa In (ea); 
о) 24]; d) ax Ina; e) —2; f) e; g) —22/4; h) elo; i) 0; k) 102, 30. а) 2; 
b) 4/3; с) 7/4; d) —In2; e) a%In(aje) 0 lae; в) 2; h) 45/91; i) e; 
к) еда; 1) e; m) 4/2; n) 1/2. 


Capítulo IV 
1. a) Ay=aresen (+ 02), ss 9 2 
= (+4). —2<Ar< +o 2 а) 1 b) 2a 0) (Om 
= lim PATA HEN „ч, d) 0; e) 1/2. 3, a) v, >v, para 064/2, 
vi=0, para f=1/2, vı <o, рага t>1/2 еп [0, 1]0 med =, med =1, 
en (1, 2101 mea =1 < 3=05 mea; Б) vı=v,=0 para t=0, v, >v, рага 0<t< 
24, SS43, para 12203 ы < a para t523; en (0, iln mes Z 


эшн 1 a а= Samî o) v> рма 15 


ETA para га, 01 o, para £> Ao ea (1/3) йс 
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=з med: en 11, 2510, mea=(1/24) In25<1/6=0% ше. 4 а) у=; b) у= 

=24 0220 d) yt. ® а) (Eva v5-4): 
4 ey 6—Vin_ _6- Vîr 1 1 

ol): 9 Cara: %@—УЗу ) umet, 


e. 1 o) (+®0=1,/'(—0=—4; Ы) f (1+0) =F 010—0) = 


(=f; o) 1 (+0)=f* (—0)=/' (0) 4) 1(409=1, }'(—0)= — 1; 
© M4+0=/(-0=/"0)=0; 1 deci AE а 


8) 40) =е, j’ 0—0) = е. 8. 925 yy e< 9 be #0: 


A A 


б (2) m2 0 corpo, y (04, и (а) УЮ Б) Мева 
xX cos x) (z + nn/2, п62); 1) 0 (arceen = + arccos z = 1/2 = const); 
k) 0 (arctg z-Farcotg ¥= 1/2= const). 9. @ Represóntese [u (=)J9%) en forma 
de e=) inut) y utilîcese la fórmula para la derivada de la función compuesta, 


adds. z Sa Ў ETE 
e == т (@<—, =>) зыя! 
i ii 
b) + (>0), —senzx 
еттт E ETE (t түт) )] т 
х sen (2 сов 2) —сов z sen (2 sen 2); c) cos [sen (sen =)] cos (sen z) cos z; 


AA (24 nez); gostes A (snc! ry ==) 


(=+ FF mm пед); a) #Gemz+eos ®; 26% (Ecos 2esen 22); 
e [eae port] же o) 2 (nz +) E> ЯГ 
< چچ او‎ >= а> o ела 
«ааль NED g) $ cos (ln z) >0; Hg e< <i 


st N Het mefito a тз 
yg e< s> sacos (z ba neZ); 1 (2+ + 
tam пед): W AS 4 D руу C> =e 
VITA (e< <o); ш) E (o < jal 0); TH» 

гато = een у-у 


re C4 <s <1); 0 o) тне: 


X (cost a sen? е In sen 2) (an < = < Ann, п); ОЕ (+ + 
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un, пет): pe: р ӘҺ=(22-0); 12/010; 1/0 22; 


—1/Mz (220). И. a) ЕЕЕ +: у ење pelos A 


©) 2f E ED (е 960): 4) FC). 14. a) No, Gaam; 
b) sí, (wv)'lxæ1=41/2; с) sí, (uv) |а =с0з 1; d) no, (wv)'lz=0=0; е) no, 
(иь)'1х=ә==0:45. 1. а) Sf; b) no. П. a) No; b) по, 16. No. 47, © Examíneso 
(ar 29), 18. a) оо < оо, f'(2)=2U/limx==2a, f (2) = 


=m (oo << о); b) 0 <1 < 1/2, 1 (2) = (вп? £)'/(cos* O lec y, - 


(ч°0, (телу 
=mi (0<2<1), таса 0<:<1); с 0л, /' (2) = 
_.3 0087 E و‎ 
t=urecos (2/0) а Усаа озне, а үз 
еб, toa tomo, ел 
х(—а<<а), = Мата (—a<z <0), la tangente: z=a, la nor- 


beht a 
араа VAZA 
= VIT (z> a); la tangente: z= a, la normal: y=0; f) —oo < < 


mal: y=0; 4) 0<t<o, Р (2) =. 


(e> a), 


> ا ادر ر‎ =0 ><) 2 a) МУ, 


сов X=cosY=1/V/18, cos2=4//18 b)  Ivi=V RIF, coX= 
=—RIV RIFF, cosY=0, cos Z=h/V RIFA, с) |у] = 14, cosX= 
=1/V Th, сову =2/V 13, cosZ=3/V Ti; d) [vl =2,9, cos Х = 4/29, cos Y= 
=25/20, cosZ=40V 2/20. 23. а) Ay=Az+a (Аг) Az, donde а (Аз) = 
CA] 

{ dz 4 b) Ау=а (Аз) Ағ, donde а (Az)= 

0 para Az=0; 

ER e i, 


para Ax=0, 
атыл м para Az +0, 


para Az==0, 
*) ij =o moms, dy=0.01; b) Ay=0,121, dy=04; o) Ay 
=48, dy=3. 25. As= 5At- 2At, ao a) As=0,52, di 


c) Ay=Az+a (Ax) Az, donde а (Az)= 


24. Ay=A742(42)?4(A2)*, dy= Az; 


„ dy=1; d) Ay= 
b) As= 1,08, 


(> b) چک‎ 


de=4; с) Ar=7, de=5. 26. а) 


(=a <s <a 


Ы аиа, ,عمساو )0 رار‎ ду =е4ш; d) dylai = 


tas 2ч 


=-F dz, diam =0; е) dylamo=0, аиа dz. 29. Las igualdades 
b) ye). 30, а) —0,8747; b) 0,5121 rad., ó 29°20’; с) 1,04; d) 1,0033; 
e) 0,83 6 47°33"; 1) 1,2, 31. a) 2,08; b) 3,9961; с) 2,0045. 32, a) (127— 
— Bz) e=; b) —alsenaz; c) kte; d) 122" (29) 482947 em, e) e (+ 
+е® (е); 0) фт (2) 77 (Ф (00-30 (8) 97 (2) 7" + 


13. 
0 - ل‎ AL >); y Aer 1) 299 (2% sen 22202 cos 22 
—95 sen 22); k) taaa —3-5 (7511—4182) cos 52; 1) -rr 


(29—15 m) -ge p typ] ++ п) 51 (е) 08%; 


Т (—1)”-1 (2n—3)11 

9 -jr >0. 33. а) (024-0220); 
(az+b) 2 

A чен o) ps а уз 

8) 2m- oos (22695); © E E sen (3+) ; 


© фе (an) E cos (аа): ® т 106—8 ова — $) 2 
аео [erst]; m 5 ap cos а) + 
+ ач ооз [e+ stn F-]; D a [azsen (ап) + 
-nsen (2408—40) $ )) x) ama [a azt cos (ez-+n-Ẹ )+2nazcos (e+ 
+n) $) +n (00) 00 (arta) ]; 0 es ered + 
+ (azb) nk+n (0—4) о}; m) (—1)"-ta" (n—1)1 ler- ww] 


(ži >0); n) zchz+ashz, sin es impar; zshatnche, sines 
par; о) tshz+2nschz+n(n—1)shz, si nes impar; z*chz-42nzsh z+ 
+n(n—1)chx, si n ев par; р) agn} 34. a) 1"(2)=2; f” (z)=0; b) f" (= 
“1чи IS 

-m i Ori O l "@= 


ыба" ‚ donde t=ọ (z) es la función inversa а la función z= 


авв) (t эё 2am, REZY N) /@)= 2, f 00. 5%. (A (Nr > 
pr LA, y OO э, „ешрш, 


1) Г] 
созХ=созу=0, cos2=4; b) |т'(л)|=1, cosX=1, cos Y=c0 Z=0; 


22 


e) lr (1)1=2/10, cos X=0, cos Y =14/Y 10, cos2=3/V 10; d) |г'| (2,5)| = 
=y 0/25, cos X=—4/V BH, cos Y=25/ 8H, cosZ=0. 37. а) 6dz'; 
у трт C>) UE 650); d) (02 = sen a) йе, 
39. a) chzdz", si n es impar; sh 202", si п es par; b) aah (az) д2", si п es 
impar; а"сћах д2", si n es par; с) (=mi aaa e>, n>3). 


40. Q (žin! 


Capítulo У 

4. 272—994 938/5—3?/7. 2. 4 (2147) (1/2). 3. ln | 21—4/ (424), 4. z4- 
+24]. 5. de (4) az (8) 6. 2 ћ =, 7. arcena+ 
+n (e+ VTF) 8. Er 9. (—cos sen z) вд (ооз 2-4 
Явер 2). 10. (1/22) (223), 14. —(2/5) У®—5>. 12, (1/ Уб) arctg (= V372). 
13. (1/8) ln |z V34 VIBE |. 14. — ctg (2+4). аъ шет. 


16. tg (2—* ‚ 17. (1/4) (1429). 18. (1/4) arctg (2/2). 49. 2arctg Vz. 


e Utilícese el hecho de que = УЭ. 20. —arcsen (1712 1). 


2. 2 ezl(Yl=14V 11421). =00--2)20. 22. —(4/2)е-=", 
23. (1/3) ша 2, 24. (1/6) sentz. 25. (3/2) 7 1—веп2г. 26. —(i/ V2) х 
хш аа Vaata Jnltg (z/2)1. 28. In| th (2/2) |. 29. 0,5 (arotg а)". 
3. IE. э, — y — 1. 32, — (1/15) B4 4214329) х 
хута. за. (2—4 юше) VETE. З аал 
+2 1n (14e/). 35. 2—210 (14 VTF). 88. (arctg Ут). 37. 05x 
х VIA a? arcsen (2/2)]. 38. —a 1—-—r +a arcsen (2/а). 39. 0,5х 
“Ба. J ы 7 
Кутургу IT E уну, 
lol z+ Уа |. 42, 1а | z+ VFA |. 43, =(lnz4). 44, 4 nx 


х (ma 40:65), 65 osete, 40 ل‎ сова 
3 9 3 


tr 
-HF ten 2z, 47. zarsenz+ VTZ, 48. А кыс |. 


49. In tg (2/2)—cosz In tg z. 50, 0,5 [(1-4=") (arctg 2)2—2z arctg 24-10 (1-27). 
5. И ln (24 УТ) г, 52, 0,5(V Ata ain | z- Y Pa). 
53, 0,5% [sen (In #) + соз (la а). 54. Е 55. (18) а= (2 
— sn 22—008 22). 56, Іа | 2—2 14-01245 1. 57. 24(4/6) la | z 1—(8/2) х 


xln]2—2|4+(28/9) ln 12—31. 58. +40] .arctgz+ 


Arcsen z 
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+ E. o .واي‎ ө. lo EE 


1 2—1 1 
=. 63. T 
+7 arctg YE Ту х 
mer У2+1 1 у? 1 ts, 1 
халгы e ET х 


Pt 2, 242242 
X arctg 65, 2 E 
IPP 


і i+ УЗ+ 1 и 1 
e A 0. — To — 
3 3 


Ê aretg (0—2 arctg (2244). 


4 1 (14-492 
“TET 7 BESTT pea 8. a" e 
1 1 2х5 —1 “i s41 Я 
име ттурем a ТК 


1х1? 1 z4 4 zta Y 244 

хат e AS CI түүн шнуры 
уз 

73, шоша рака. т. НА 5 


A 
q و‎ iE, 15. 05 VA i+ |24 yF 1). 


zy 
й+у @—Ё+2У" 


E ENE.: 
16. -F =н. т. ES VERA 34 + VTE). 
x FF 
т, ~i | EE VETE | э, яшлы нду VE x 


x In 


У |, donde R= узсе. 80, ERA y 


х ҮТЕ ЕШ —4 arcsen ve в. (aeti 


28 
+2) Ира Да «+ ИГЕ. 82 gly VIE х 
64 P 
E ушт ы „ыкы Уй, 


у ЕШ 1 VIVE ER z ВЕТ 
can УТ 9 ув узра ati 


VIFF +z V3 4 E 
хә) ура: у | жшше TT 


4 32512 Y 2221 202—1 3 
E а. Ут: e rt 
+m TTT. donde sms} VAF. B9. 1а t |—zarctgs, 


Y 541420 


donde =: Era | 


1+ VIERA 203—4) 2 
т v 9 EEE la 
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donde :=—2+V2(1F2). 9. an E, © Hágase t=: 
+2. 92. q AREA e Hg taz. 99, (5/10) 2— 


— (1/4) sen 2z -i (3/04) sen 4z + (1/48) sen 2z. 94, (1/16) 2—(1/64) sen 4x + 
+(1/48) sen 22, 95, 1/ (3 соз? 2) —1/cos z. 96. (1/4) tg 2—(1/2) tg? а—1п | cos z |. 


= 1 Pis Уй i 
97. —2 Усд=-+ (2/3) VIRTz. 98. in aayi V” 


xa, donde z=tgz. 99. (04) 24-(1/8)зеп 22- (1/16) sen 42-+ 
HUA) sen ва. 100. — (3/10) cos 22 (3/04) cos 4z (1/48) соз б: — 


y 4 чӯн 
(8108) co Be + (A92) cos 12e. 10. Ур arctg 7g. 10.0) 
2 1 z 1 etcosr+ VET sen z 

aoe (VEE): pan tn аен, 
4 1 a 
103. 2 меш (VT шэ). 104, б tooa 


I=enzcoz уз 


arctg x 


arctg (7182).‏ .105 ا 


Capítulo VI 

2. a) Sí; b) no; с) по; d) по; e) sí. 4. a) No; b) sí. 8. а) inf f(2)=0 
то se logra, sup /(ф=1=/@ b), int 008) =0= 70), sun, | =0 
=100; 9, EN =0, 


E ae no se өс! D, cos = 
a Ре 1= VEI OA: =0, ар ia no se 
Logran, 13. a) E ы A e) 8/ (3л); а) 2/7. n T some ГЕ b) 6(e)=8/75; 
c) 6(e)=8; d) 6 (e) =e”, 18. a) Es uniformemente continua en (1, 2), pero 
зо lo es on (0, 1): b) es uniformemente continua en (001, 4), pero no lo os 

a 1); e) es заана, continua; d) es ET continua; e) es 
uniformemente continua, 22. f (2) <arcsen z en (1, 1). 23. De la continuidad 
uniforme de f (z) on (a, b) se deduce que en 105 y b está cumplida 

condición de Cauchy sabre la exisiencia del Alto 4 не lê función. Por eso 
la función / (3) puede definirse adicionalmente en los puntos a y b de tal 
manera que resulte ser continua en la, b] y, por consiguiente, acopada en 
la, b]. 27. Decrece en ( ©, -%) + Crece еп (—®. +o) i D) crece en 


- ; —1, 4), а —, —1) y (1, +00); d) 
Се A ыг ы а EG de ЖОК Агы 
2n 448/3), пє 2; f) crece en (m жт). nEZ, decrece еп 


E en 
(0, 21а 2), decrece en (—co, 0) y (2Ла2, 400); h) crece en (0, n), deorece 
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en (л, too). 29. Utilicese el método del ejemplo 3 $ 3, 32. e=4/2 ó УЗ. 
34. ® Empléese el método del ке 5 § 3. 36. e Recúrrase al teorema 6 
y д resultado del ejer. 23. 37. No. 38, Examinemos la función g (2) = 7 (z)— 


19 00) a). >ч es continua en fa, b) у dilerenciable en 


(a, b), además g (а) = є (b) uesto que f (z) no es lineal, entonces g (=) Æ 0 
y, por consiguiente, РӨ 350 en (a, b). De aquí se deduce que Зсі, c€ (a, b) 
tales que ج‎ y e (explíquese, por qué), de donde /' (c1) > 


>10 УГ) 19 


еі tenemos r>) | e deir, 1/00-11 <11 DIX 


gil gl 40. @ Utilice el resultado del ejercicio 39, át. 0, 42. 0,43. 2/8. 
4. — 1/2. 47. — 1/8. 0, 50. 4: 51: 1/6. 52, 0. 


f м. EL 56. 1. Ре e 


. Por lo tanto en uno de los puntos 


E. RAA, 1/2.‏ و 


61, 0. 62, —е/2. 63. аз, 64. 4. 65, а) GA و‎ 
+0 (2); b) sil INGE Di o) oe; 
Do سو‎ a Р] E 


HEN 8) E o) iHe ati ‚+ 


Жо (29). 66. а) 1-4-2 (z—1)+ (z—1)*; b) + رسع چ(‎ + (a 


+0 ((z—4); с) 1 E o (6—09. 67. a) Menor que 
-10-*, с) menor que 4/16. 68. а) 2,080; b) 3,08000; 
©) з; N 1,22140: g) 0,90452. 69. a) —1/12,D) 2; 
1) 0; g) 1/3; b) 19/90. 

Capítulo ҮП 


En las gráficas de las funciones (págs. 217—222) los puntos extremos se de- 
signan con sefrculos» (О) y los o емле ен ч ОЯ 


Capitulo VIII 


1/3840; Ъ) menor 
с) 08000; ау [КУ 
e) 4; d) —41/4; e) 1/2 


1.0) ў ӨРТЕ; (=): РЕ mane È (2+ 


+2): b) =й жнт; Р, эт. 2.0) 3; b) +: 


isi iei 
° а 4. ө Emplécse el hecho de que el punto z=0 es el Imito 


de los puntos de discontinuidad. 6. a) Sí; Ъ) no; с) д ка sí, teniendo en 
^^ n coi (эк en el p. 4 л ы; i; PA $: lo; ro no; 


а) 2/л; д 5 8: 1/25 0; 4: 
1 H КҮ, (1/4150) 1003/2; 
i, B E as SADE dE DE 
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217 


Es Dutg 2-2) 


puntos angulasos. 
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Para el ejer. 20 Paro e ejer. 21 
y y 
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(00), punto alsiao (0,0), punto ae retroceso (00). punto тіре 


20 


1 0 * 
(0,0) (-2,0),(0,-0) (a 0), 
Puntos de retroceso 


Pora el ejer, 39 
Г) 


X(T/án) [sen (4л®/Т --2ф)— зеп 2), 18/2. 14. а) O; b) sen (02); с) —sen (a); 
d) 22 VIF; 0)22 Visit; 130) ҮЗ #—24/ VIE; q) 301 V TF 


—22) ҮЕ: b) 80) Уат; i) 3801 VIFF; № 0; jf HEES 
b 

+ 09-92 de 432%) VIFT. 45, а) 4; b) 1; c) n(2sna). 16. а) л V2; 

b) 2/3. 47. 5/6. 18. a) 0,51n(e/2); b) 4%; с) 1. 19. а) 4/8; b) (1/ V3) x 

XIn((84+4 УЗУ]; с) 2—л/2; d) 2/4. 20. No. 21. a) 51, 1/4; b) ві, 1/4; с) no, 

en este intervalo está alterada la condición del teorema 4: 0< sent <1. 

24. а) 0,5 ш3—л/2 УЗ; b) (5/27) 92/27; с) 4n/3—V3 d) 2a (4/ Vi— 


A a 0, п os 


un número par; л, ві п es un número impar; с) л/2"; d) (x/2") sen (лп/2). 
28. а) (8/27) (40 VID—1) b) (e +1)/4; o) Intg(a/44-0/2); d) 4a [1+ V5 x 
x ln (t+ V3) УЗ; e) Ge; 9 1+ {ln (1+ УЭ) V 2 8) 324; h) ла VIF ARF + 
-+ (aj2) lo (2x + VIFAR ); i) 80; k) 3xa/2; 1) 49/3. 30. a) (ab/2) [агозеп (z,/a) 
— aresen (zo/a)] — [0/(20)) (zı Уа#—41—% Vaal); b) 9/2; с) 13+ 


i tj OS eth (a) 31-а) (0/3 ла -E E Smat, 32.0) 3ле 
МЕ ; с) ЖЯ a) За oa + 35 

Y (A + 2a) ES b) ше: 3 Рзд 
9. a) Зайт: аа Чуд; O) За, D) Эди, р} бл, 


зв. a ea 39. (DIV2 S sn “+ үз, 40. bh? МР2. 4 4i. Ма = 
= nab” „ 16. 45. 46. zo = (a sen a/a; o = 0. 
а “айы э, = АЯ к ain 


Capítulo IX 


1. a) Es suficiente а cada número n del primer conjunto poner en corres- 
pondencia ol número 2n dol segundo conjunto; b ia función y = (0 — 0) = a 
realiza la correspondencia biunívoca entre los де е segmentos [0, 4) 
y lo, ln función y = tg a 220 0 ен Ж correspondencia Diuní= 
voca entro los elementos del intervalo la recta numérica R. 2. b) Los 
Жашы de аш de la CARA эдей de los conjontos ашым 
{ш}, (ui), (ad, {ш}, (01), .-.› {ш}, . . . se puede numerar según el esquema 
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siguiente: 
ARG AA а... 


ALAN 
Y Y Ya Ye Ys 
A а 
ر ر ر‎ а 
uy ملا ولا يلا‎ Us 
اا‎ 5 
у 2 3 ТР 
74 БЕ" 


4. 9 a) Empléese ol método del ojomplo 2 del $ 1; b) utilíceso la igualdad 
Ж = (ANB) + AB (véase ol ejer. 5) y el resultado ); с) recúrraso 
al resultado del ejer. 4 bJ; d) hágaso uso del resulta УНЕ b). 5. в) De~ 
mostromos que: 10) tod mto z del conjunto (А + B) C maca шш 
bién al conjunta (ACÁ ВС); 29) a la inversa: todo elemento z del conjunto 
(4С + ВС) pertaneco también al conjunto (А + B) С. 19, Si =€ (4 + B) С, 
шеге decir que 2 € (А КЫРЫН 

уз] por lo menos а uno de 


pertenece también al conjunto па. i z€ U Az, tendremos que = 6 ЧА, 
y, por consiguiente, z 6 AW. Por eso z € AAVk, lo que significa z € ПА. 
Queda por demostrar que cualquier elemeñto z del conjunto 1 A, perteneco 
también al conjunto U Az. Hágalo por su propia cuenta. 7: Sí suponemos que 
cierto punta т € б no es un punto interior de G, entonces х resultará ser un 
punto límite de Е (explíqueso por quí) y, por consiguiente, z € E. Pero eso 


resulta imposible, puesto que GE = Ø. Así, pues, todo punto ы es un 
punto interior de G, es decir, G з ий conjunto abierto. 8. @ Úlilcoso al 
hecho E que Q +0 = (a, b] y pO = 0 (véase е1 ojemplo 4 del $ 1); а 
Ын а= р-а 9,7 40. e Hlágaso uso de la definición de, conjunto 

gible. 12. ө a) Empléeso sl método a en el ejemplo 1 del 4-2; b) utis 
loeso el resaltado c) del ejemplo 5 del ордо акени el senil tado 2) del 
їп lo 5 del $4. 43. $ не | la. funci LE ar sa al segmento 


luce de la mensurabilidad. IT ч) (уба! 
3 (2) no es integrable n 
1, es suficionto demostrar que las integrales inferior y у Superior de Dar- 


аа iguales: 7 е Т, Examíneso la partición arbitraria do (0, 4) en 
sogmentos parciales y domuéstreso que para aquélla s = 0,5 > 1 — a (sy 5 
son las sumas de Darboux). De aquí se infiere que 1= 0 Tz1—a>0. 


16, i f(z) dp (2) = 4 — а, 17. |p (2) de (2) = (1 — a)/2. 19. e Anóteso 


la Фоа / (а) — g (0), aprovechando para este fin el resultado del ejer- 
23 


18. 20. Ф Utilicese el keho de que el conjunto de todas las sumas inferiores 


(euperiores) integrales do Darboux 
úmero finito de segmentos parcialos, 


КК 
desigualdad 


de que paro partición de Le! о 7 del conjunto Е so cumplo la desigual- 
Sar С -Е, donde íx nr ma-i). Para demostrar la 


кова төшөө а la desigualdad 7 Sres эт. 23. e Empléoso 


1 hecho dı 1 tegral de Lebesgue 1 
<ión de Lobesgu ае (E) del اا م‎ эшме pr 
S1 (En La) < Srs como do que Sy — sr < $-pE. 
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